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�ॽऄ HU=[ $Ȃȓǆǐ $ǦǐǶǌ UƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ इः
�ॽअ $ǦǝȠȓǐȖ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ इअ
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�ॽँ �ȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ �ǐȝƷǦǶȖ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ईँ
�ॽं XǐǝȓǐȖȖǦȂǼ ΘǦȝǣ bǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ UȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǦǼ ȝǣǐ $Ȃȓǆǐ BƷȝǆǣǦǼǝ $ȓƷǻǐΘȂȓǴ ॽ ॽ ईः
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XӏәӏԏӏӹӅӏԓ ऀऀः

Η



=ǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ ЖǝȠȓǐȖ

ँॽऀ sƷǶǶ bǦǻǐ Ȃǜ =ǐǼǼƷȓǌ :ȂǼǐȖ $ǶȠǦǌȖॽ bǣǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ Ȃǜ =ǐǼǼƷȓǌৄ:ȂǼǐȖ ǶǦȒȠǦǌȖ ȂǼ
ȖǦǼǝǶǐ �Ue৚Ȗ ǜȂȓ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ƷǻȂȠǼȝȖ Ȃǜ ȝǦǻǐ ƷǼǌ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ƷȝȂǻȖ ǦȖ ȖǣȂΘǼॽ qƷǶȠǐȖ Ʒȓǐ
ǆȂǻȏȠȝǐǌ ǅΞ ȓȠǼǼǦǼǝ ȖǣȂȓȝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ =: ȖΞȖȝǐǻ ΘǦȝǣ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǼȠǻǅǐȓȖ Ȃǜ
ƷȝȂǻȖ ƷǼǌ ǐΝȝȓƷȏȂǶƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ ȝȂ ǶȂǼǝ ȝǦǻǐ ȖǆƷǶǐȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ऀऄ

ंॽऀ [ǆǣǐǻƷȝǦǆ Ȃǜ ȝǣǐ ��� ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓॽ bǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ Ȃǜ �% ȖǦȝǐ ȅ ǦȖ ǌǐǼȂȝǐǌ ܽȅॶ
ƷǼǌ ȏƷǦȓΘǦȖǐ ΗǐǆȝȂȓȖ ȝȂ ǼǐǦǝǣǅȂȓǦǼǝ ȖǦȝǐȖ Ʒȓǐ ǝǦΗǐǼ ǅΞ!ȲȅȐॽ bǣǐ ǆȠȝȂЍॶ ȖǣȂΘǼ ƷȖ Ʒ ȓǐǌ
ǌȂȝȝǐǌ ǶǦǼǐॶ ǣƷȖ Ʒ ȓƷǌǦȠȖ Ȃǜ Ȳǥȿȼॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ँई

ंॽँ � [ǆǣǐǻƷȝǦǆ XǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ �ǆȝǦΗǐ =ǐƷȓǼǦǼǝ sȂȓǴЙȂΘॽ $=�X�ৄ�% ǦȖ ƷǼ
ǐΝȝǐǼȖǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ $ƷȖȝ =ǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ �ȝȂǻǦǆ XƷȓǐ �ΗǐǼȝȖ ȖȂǜȝΘƷȓǐऀॶँॶंॽ ,ǐȓǐ Θǐ ȖǆǣǐǻƷȝৄ
ǦǆƷǶǶΞ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ΘȂȓǴЙȂΘ Ȃǜ ȝǣǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶȂȂȏॽ �Ǽ ǦǼǦৄ
ȝǦƷǶ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǜȓƷǻǐ ǦȖ ȓȠǼ ȠǼǌǐȓ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ƷǼǌ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȝȂ ȂǅȝƷǦǼ ǦǼǦৄ
ȝǦƷǶ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖॽ � ȖǐǶǐǆȝ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȖȏƷȓȖǐ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖ Ʒȓǐ ȓƷǼǌȂǻǶΞ Ʒǌǌǐǌ ȝȂ ȝǣǐ
ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ Ȃǜ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖॽ bǣǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǻȂǌǐǶ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ǦȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌॶ
ƷǼǌ ȝǣǐ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ȃǜ ȝǣǐ [%U ȠȏǌƷȝǐǌ ǅΞ ǻƷΝǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǶȂǝ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶǦǴǐǶǦৄ
ǣȂȂǌॽ bǣǐ ǻȂǌǐǶ ȏȓȂȏȂȖǐȖ Ʒ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ Ȗȝǐȏॶ ƷǶȂǼǝ ΘǦȝǣ ǜȂȓǆǐ ƷǼǌ ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ
ǐǼǐȓǝΞ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖॽ /ǜ ƷǶǶ ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ Ʒȓǐ ǅǐǶȂΘ Ʒ ȝȂǶǐȓƷǼǆǐ ȝǣȓǐȖǣৄ
ȂǶǌॶ ȝǣǐ Ȗȝǐȏ ǦȖ Ʒǆǆǐȏȝǐǌॽ HȝǣǐȓΘǦȖǐॶ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼ ǦȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǆȂǶǶǐǆȝ
ǻȂȓǐ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷॽ bȂ ȏǐȓǜȂȓǻ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼॶ Θǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝ
ǐΝǆǶȠǌǐǌ ΗȂǶȠǻǐȖ ƷȓȂȠǼǌ ƷǶȓǐƷǌΞ ȏǶƷǆǐǌ ƷȝȂǻǦǆ ǆǐǼȝǐȓȖ ǦǼ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻॽ CǐΘ ƷȝȂǻ ȏǶƷǆǐৄ
ǻǐǼȝȖ Ʒȓǐ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǅΞ ȓƷǼǌȂǻǶΞ ǌȓƷΘǦǼǝ ƷǼ ƷΣǦǻȠȝǣƷǶ ƷǼǌ ȏȂǶƷȓ ƷǼǝǶǐ ȏƷǦȓॶ ΘǣǦǆǣ
Ʒȓǐ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞ Ʒǆǆǐȏȝǐǌ Ǧǜ ȝǣǐΞ ǌȂ ǼȂȝ ǶǦǐ ΘǦȝǣǦǼ ȓǐǝǦȂǼȖ Ȃǜ ȂΗǐȓǶƷȏ ǅǐȝΘǐǐǼ ǐΝǦȖȝৄ
ǦǼǝ ǐΝǆǶȠǌǐǌ ΗȂǶȠǻǐȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ंँ

ΗǦ



ंॽं �ǐǻȂǼȖȝȓƷȝǦȂǼ Ȃǜ �ǆȝǦΗǐ =ǐƷȓǼǦǼǝ ȝȂ �ȂƷȓȖǐ %ȓƷǦǼǐǌ UǐǼȝƷǼǐॽ Ʒ঴ ƷȝȂǻȖ ǦǼ Ʒ ȏǐǼৄ
ȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌ Ʒȓǐ ǻƷȏȏǐǌ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ȝȂ ȝǣǐǦȓ ǆƷȓǅȂǼ ȖǦȝǐȖॶ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦǼǝ ȂȠȝ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ǌǐǝȓǐǐȖ
Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ /Ǽ ȝΘȂ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝȖॶ ȝǣǐ ǅǐƷǌȖ Ʒȓǐ ȝȓǐƷȝǐǌ ƷȖ ǐǦȝǣǐȓ ȂǼǐ Ȃȓ ȝΘȂ ǌǦЍǐȓǐǼȝ
ȖȏǐǆǦǐȖॶ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ǅȂǼǌ ȝȂȏȂǶȂǝΞॽ ǅ঴ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǌǦȖৄ
ȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ȖǦǼǝǶǐ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǅƷȖǐৄ
ǶǦǼǐॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ Ʒ ǆȂǻǻȂǼ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ǜȂȓ ǣΞǌȓȂǆƷȓǅȂǼ ǶǦȒȠǦǌȖॶ HU=[ৄ
e�ॽ ǆ঴ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȓƷȝǐ ǜȂȓ ȝΘȂ ƷǼǌ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ȓǐȏȂȓȝǐǌ ǅΞ ȖǣȂΘǦǼǝ ȝǣǐ
ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓ ȂǼ Ʒ ȝǐȖȝ Ȗǐȝ ƷȖ Ʒ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȏǐȓǆǐǼȝƷǝǐ ȝȂ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ
ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ǦǼ ǐƷǆǣ ȝǐȖȝ ǜȓƷǻǐॽ sǐ ƷǶȖȂ ȓǐȏȂȓȝ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ
ǻȂǌǐǶ ȂǼ ȝǣǐ ȝǐȖȝ Ȗǐȝॶ ΘǣǦǆǣ ǦȖ Ʒ ȠǼǦȝǶǐȖȖ ȒȠƷǼȝǦȝΞॽ ǌ঴ ȝǣǐ ǜȠǶǶ ǆƷȓǅȂǼৄǆƷȓǅȂǼ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖৄ
ȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǜȂȓ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖॶ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖॶ ƷǶǶ ƷȝȂǻॶ ƷǼǌ HU=[ৄe� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ
bǣǐ ǦǼȖǐȝ ȖǣȂΘȖ Ʒ ΣȂȂǻǐǌৄǦǼ ΗǦǐΘ Ȃǜ ȝǣǐ ǶȂǼǝৄȓƷǼǝǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ंः

ंॽः [ȝȓȠǆȝȠȓƷǶ �ȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ �ƷȏȝȠȓǐǌ ΗǦƷ �ǆȝǦΗǐ =ǐƷȓǼǦǼǝॽ Ʒ঴ ȝǣǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǅȂǼǌ
ǶǐǼǝȝǣȖ ǦǼ ȏǐǼȝƷǼǐ ǻȂǶǐǆǶȠǐȖ ǜȂȓ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖॶ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖॶ ƷǼǌ HU=[ৄe�ǻȂǌǐǶȖ ȓǐǶৄ
ƷȝǦΗǐ ȝȂ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐॽ ǅ঴ ǅȂǼǌ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȖƷǻǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॽ
ǆ঴ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȖƷǻǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॽ qǐȓȝǦǆƷǶ ǶǦǼǐȖ ǦǼǌǦǆƷȝǐ ȝǣǐ Ȗǐȏৄ
ƷȓƷȝǦȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝȓƷǼȖ ƷǼǌ ǝƷȠǆǣǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ǆȂǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼȖॽ ǌ঴ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ
ȝǣǐ ȝǣȓǐǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ȏƷǦȓ ȖȝƷȝǐȖ ǜȂȓ ȏǐǼȝƷǼǐॶ ȝȓƷǼȖৄȝȓƷǼȖ ঳bb঴ॶ ȝȓƷǼȖৄǝƷȠǆǣǐ ঳b%঴ ƷǼǌ ǝƷȠǆǣǐৄ
ǝƷȠǆǣǐ ঳%%঴ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ंइ

ंॽऄ bȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ �ȂƷȓȖǐ %ȓƷǦǼǦǼǝ �ǼƷǅǶǐǌ ǅΞ �ǆȝǦΗǐ =ǐƷȓǼǦǼǝॽ Ʒ঴ Ʒ ȖǆǣǐǻƷȝǦǆ ȓǐȏȓǐৄ
ȖǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌॽ �ǌƷȏȝǐǌ ঳ऄࣿ ƷǼǌ ऀࣿࣿ঴ ȏǐǼৄ
ȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȝǣȂȖǐ ȝǣƷȝ ǣƷΗǐ ȖǐǐǼ ǐΝȝȓƷ ȂǆȝƷǼǐ ǌƷȝƷॶ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ЙΞ ǜȂȓ ऄࣿॶࣿࣿࣿ
ƷǼǌ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॽ eǼƷǌƷȏȝǐǌ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ ǌǐȏǶȂΞǐǌ ǌǦৄ
ȓǐǆȝǶΞ ȂǼ ȂǆȝƷǼǐ ΘǦȝǣ ǼȂ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝȓƷǦǼǦǼǝॽ ǅ঴ ȝǣǐ ǆƷȓǅȂǼৄǆƷȓǅȂǼ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ
ǜȠǼǆȝǦȂǼ ƷǼǌ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǜȓǐȒȠǐǼǆΞ Ʒȓǐ ȖǣȂΘǼ ǜȂȓ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌৄ
ǐǶȖॽ bǣǐ ǦǼȖǐȝ ȖǣȂΘȖ ȝǣǐ ǶȂǼǝৄȓƷǼǝǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǶǦȒȠǦǌ ǆ঴ ȝǣǐ ǆƷȓǅȂǼৄǆƷȓǅȂǼ ȓƷǌǦƷǶ
ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ƷǼǌ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǜȓǐȒȠǐǼǆΞ Ʒȓǐ ȖǣȂΘǼ ǜȂȓ ȝΘȂ
ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖॶ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǦǼȖǐȝ ȖǣȂΘǦǼǝ ȝǣǐ ǶȂǼǝৄȓƷǼǝǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ंई

ंॽअ �ȂǻȏƷȓǦȖȂǼ Ȃǜ bȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ sǦȝǣ ƷǼǌsǦȝǣȂȠȝ �ǆȝǦΗǐ =ǐƷȓǼǦǼǝॽ sǐ ȖǣȂΘ ȝǣǐ
ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǶǐǼǝȝǣ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȂȓ ȖǦǼǝǶǐ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ �%ǻȂǌǐǶȖ ȝȓƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ
ƷǼǌ ΘǦȝǣȂȠȝ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॽ Ʒ঴ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐॶ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌৄ
ǐǶȖ Ʒȓǐ ȖǣȂΘǼॽ �Ʒǆǣ �% ǆȠȓΗǐ ǦȖ ƷǼ ƷΗǐȓƷǝǐ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ Ȃǜ ःࣿ ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǐ ǼȂǼৄƷǆȝǦΗǐ
ǶǐƷȓǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷȖ ȖǐǐǼ ȂǼǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǜȓƷǻǐ Ȃǜ ȂǆȝƷǼǐ ǌƷȝƷॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼৄ
ǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖ Ȗǐǐ ȂǼ ƷΗǐȓƷǝǐ ऀॽआ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ ǌƷȝƷॽ ǅ঴ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǌƷȝƷ ǦȖ ȖǣȂΘǼ ǅȠȝ ǜȂȓ ȝΘȂ
ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐॶ ȝǣǐ ǼȂǼৄƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǐƷǆǣ Ȗǐǐ ऀऄ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ Ȃǆৄ
ȝƷǼǐ ǌƷȝƷॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖ Ȗǐǐ ȂǼ ƷΗǐȓƷǝǐ ऀऄॽँ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǜȓƷǻǐȖॽ ॽ ःऀ

ΗǦǦ



ंॽआ /ǼȖȠАǆǦǐǼǆΞ ǦǼ XǐǶƷȝǦΗǐ �ǼǐȓǝǦǐȖ �ƷȏȝȠȓǐǌ ǅΞ eǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞॽ Ʒ঴ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ
ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ƷǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ Ȃǜ ःࣿ ȏǐǼȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖॶ ǐƷǆǣ ȝȓƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ ऄࣿ ǜȓƷǻǐȖ
Ȃǜ ǌƷȝƷ ǅ঴ ȝǣǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ ƷǼǌ ǆ঴ ȝǣǐ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ ǐȓȓȂȓȖ
ǌǐЖǼǐǌ ǦǼ �ȒǼॽ ंॽँअ ǜȂȓ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ ȖǦΣǐॽ Xǐǌ
ǶǦǼǐȖ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌ ȝȂ ǼȂǼৄǻȂǼȂȝȂǼǦǆ ȝȓǐǼǌȖॶ ΘǣǦǶǐ ǅǶƷǆǴ Ʒȓǐ ǻȂǼȂȝȂǼǦǆॽ bǣǐ ǦǼȖǐȝȖ ȖǣȂΘ
ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǼǌ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǻȏȠȝǐǌ ȏȓȂȏǐȓȝΞ ঳ǅǶƷǆǴ঴ॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ȠǼৄ
ǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǌǐЖǼǐǌ ǦǼ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ंॽँअ ƷΗǐȓƷǝǐǌ ȂΗǐȓ ǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȝǣǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷǼǌ ȂΗǐȓ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖ
ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ȓǐǝǦȂǼ ঳ǻƷǝǐǼȝƷ঴ॽ bǣǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǌȂǐȖ ǼȂȝ ȖǣƷȓǐ ƷǼ ƷΝǦȖ ΘǦȝǣ
ȝǣǐ ǜȂȓǆǐ Ȃȓ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ ǐȓȓȂȓȖॶ ǅȠȝ ǦȖ ȖǦǻȏǶΞ Ʒ ȠǼǦȝǶǐȖȖ ȒȠƷǼȝǦȝΞ ƷȖ ǌǐȖǆȓǦǅǐǌ ǦǼ ȝǣǐ Bǐȝǣৄ
ȂǌȖ ǌ঴ ȝǣǐ ǐЍǐǆȝ Ȃǜ ƷǌǌǦǼǝ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȝΞȏǐȖ Ȃǜ ǌƷȝƷ ǦȖ ȖǣȂΘǼॽ bǣǐ ǆƷȓǅȂǼ ȖǦȝǐȖ Ȃǜ Ʒ ȝȓƷǼৄ
ȖǦȝǦȂǼ ȖȝƷȝǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐ ঳ǅǶȠǐ঴ ƷǼǌ ȠǼȏǣΞȖǦǆƷǶǶΞ Ȗȝȓǐȝǆǣǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶǐ ঳ȓǐǌ঴ Ʒȓǐ Ʒǌǌǐǌ ƷȖ ǼǐΘ
ǌƷȝƷ ȝȂ Ʒ ǻȂǌǐǶ ǣƷΗǦǼǝ ऄࣿ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ ǌƷȝƷॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǆǣƷǼǝǐ ǦǼ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȠǼǆǐȓৄ
ȝƷǦǼȝΞ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ǻȂǌǐǶ ǦȖ ȖǣȂΘǼ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ःः

ंॽइ UǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ �% ƷǼǌ �� ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ
ȏǐȓ ȖǐǆȂǼǌ ǦȖ ȖǣȂΘǼ ǜȂȓ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ �%ॶ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ �%ॶ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ƷǶǶৄƷȝȂǻ
ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǐȖǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ƷǶǶ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ΘǦȝǣ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ �Ue ȂǼ ƷǼ /ǼȝǐǶ /ǆǐǶƷǴǐ
ǼȂǌǐॽ � ǆȠȖȝȂǻ ǆȂǻȏǦǶƷȝǦȂǼ Ȃǜ =�BBU[ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ ЙƷȓǐ ȏƷǦȓ ȖȝΞǶǐ ΘƷȖ ȠȖǐǌ ȝȂ ȓȠǼ
ǻƷȏȏǐǌ %UǻȂǌǐǶȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ःई

ंॽई XƷǌǦƷǶ �ǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ $ȠǼǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ =ƷȓǝǐৄbǦǻǐȖȝǐȏ �%BȂǌǐǶȖॽ �ǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ
ȖǣȂΘǼ ǜȂȓ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶȖ Ȃǜ ȏǐǼȝƷǼǐ ȠȖǦǼǝ ΗƷȓǦȂȠȖ ȝǦǻǐ ȖȝǐȏȖॽ
�ǶǶ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ƷȖ ȝǣȂȖǐ ǦǼ ȝǣǐ ǻƷǦǼ ȝǐΝȝॶ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǻƷȏȏǐǌ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ
ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ ȖȝǐȏȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ऄࣿ

ंॽऀࣿ �ǼǐȓǝΞ ǌȓǦǜȝ Ȃǜ �% ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖॽ �ǼǐȓǝΞ ǌȓǦǜȝ ǜȂȓ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ
ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ǦǼ ȝǣǐ Cq� ǐǼȖǐǻǅǶǐॽ �ǶǶ ǻȂǌǐǶȖ Θǐȓǐ ȓȠǼ ǜȂȓ ऀॽँ ǻǦǶǶǦȂǼ ȝǦǻǐ ȖȝǐȏȖॽ bǣǐ
ƷǶǶৄƷȝȂǻǻȂǌǐǶ ȠȖǐǌ ǣǐȓǐ ǦȖ ȝǣǐ HU=[ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ǐАǆǦǐǼǆΞॶ ȓƷȝǣǐȓ ȝǣƷǼ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ
ȏȓȂǆǐȖȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ऄࣿ

ःॽऀ bǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆƷǶǶΞ /ǼǜȂȓǻǐǌ CǐȠȓƷǶ CǐȝΘȂȓǴ $ȓƷǻǐΘȂȓǴ ǜȂȓ $ȓǐǐ �ǼǐȓǝΞ BȂǌৄ
ǐǶȖॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼ ȝȂ ȖΞȖȝǐǻ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ ঳ȏȠȓȏǶǐ঴ॶ ǼǐΘ ǦǼȏȠȝȖ ǆƷǼ ǅǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼȝȂ ǻƷৄ
ǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ঳ȓǐǌ঴ Ȃȓ Ȃȝǣǐȓ ǝǶȂǅƷǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ঳ǝȓǐǐǼ঴ॶ
ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǐΝȝǐȓǼƷǶ ЖǐǶǌȖॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȂȠȝȏȠȝ ǆƷǼ ǅǐ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷȝǐǌ ΘǦȝǣ
ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ȝǣǐȖǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ǝǦΗǦǼǝ ƷǆǆǐȖȖ ȝȂ ǼǐΘ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐȖ ƷǼǌ ЖǐǶǌ ȓǐȖȏȂǼȖǐȖ Ʒȝ ƷǼΞ
Ȃȓǌǐȓॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ऄइ

ःॽँ BȂǌǐǶ ȖΞȖȝǐǻ Ȃǜ ǐǼǐȓǝΞৄǦǼǜȂȓǻǐǌ �% ǶǐƷȓǼǦǼǝॽ [ǣȂΘǼ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ঳ȖȂǶǦǌ ǶǦǼǐȖ঴
ƷǼǌ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼȖ ঳ȖǣƷǌǐǌ ȓǐǝǦȂǼȖ঴ Ȃǜ ǐǼȖǐǻǅǶǐȖ Ȃǜ ऀࣿ ǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȝΘȂ ǌǦЍǐȓǐǼȝ
ȓǐǝǦǻǐȖॽ /Ǽ ǆȂǶȠǻǼ ऀॶ ǻȂǌǐǶȖ ǆȂǼȝƷǦǼ ः ǌƷȝƷ ȏȂǦǼȝȖॶ ΘǦȝǣ ँ ȖƷǻȏǶǐǌ ǜȓȂǻ ǐƷǆǣ ǅƷȖǦǼॽ
/Ǽ ǆȂǶȠǻǼ ँॶ ǻȂǌǐǶȖ ǆȂǼȝƷǦǼ ऀࣿ ǌƷȝƷ ȏȂǦǼȝȖॶ ΘǦȝǣ ऄ ȖƷǻȏǶǐǌ ǜȓȂǻ ǐƷǆǣ ǅƷȖǦǼॽ Ʒ঴ bǣǐ
ǻǐƷǼ ƷǼǌ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ǜȂȓǆǐ ȂǼǶΞ ǌƷȝƷ ƷǼǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ
ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॽ ǅ঴ bǣǐ ǻǐƷǼ ƷǼǌ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ǜȂȓǆǐ ȂǼǶΞ ǌƷȝƷ ƷǼǌ
ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॽ ǆ঴ bǣǐ ǻǐƷǼ ƷǼǌ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ
ΘǦȝǣ ǜȂȓǆǐ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝΞ ǌƷȝƷॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ अः

ΗǦǦǦ



ःॽं �ȂǻȏƷȓǦȖȂǼ Ȃǜ [ȝȓȠǆȝȠȓƷǶ �ǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ sǦȝǣ ƷǼǌsǦȝǣȂȠȝ UȂȝǐǼȝǦƷǶ �ǼǐȓǝǦǐȖॽ
Ʒ঴ � ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐ ǦȖ ǻƷȏȏǐǌ ȝȂ ǦȝȖ ǻȂȖȝ ǦǼȝǐȓǦȂȓ ƷǼǌ ǐΝȝǐȓǦȂȓ ǆƷȓǅȂǼȖ ǜȂȓ Ʒ ः ȖǦȝǐ
�%ǻȂǌǐǶॽ ǅ঴ ȝǣǐ ǅȂǼǌ ǶǐǼǝȝǣ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǐǼǐȓǝΞৄǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ঳ȂȓƷǼǝǐ঴ ƷǼǌ ǜȂȓǆǐৄ
ȂǼǶΞ ǻȂǌǐǶȖ ঳ȏȠȓȏǶǐ঴ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ঳ǅǶƷǆǴ঴ॽ ǆ঴ ȝǣǐ ǅȂǼǌ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖৄ
ȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ȝΘȂ ȏƷǦȓȖ Ȃǜ ȝǣȓǐǐ ǆȂǼȖǐǆȠȝǦΗǐ �% ȖǦȝǐȖॽ ǌ঴ ȝǣǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ
ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȂȓ ȝǣǐ ǜȂȠȓ �% ȖǦȝǐȖॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ अऄ

ःॽः �ȂǻȏƷȓǦȖȂǼ Ȃǜ [ȝȓȠǆȝȠȓƷǶ �ȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ sǦȝǣ ƷǼǌsǦȝǣȂȠȝ UȂȝǐǼȝǦƷǶ �ǼǐȓǝǦǐȖॽ
Ʒ঴ �ǶǶৄƷȝȂǻ ƷǼǝȠǶƷȓ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ȝȂ ȝǣǐ �%ǻƷȏȏǦǼǝ
ǦȖ ȖǣȂΘǼॶ ΘǦȝǣ ȝΘȂ ȏǐƷǴȖ ȂǼ ǐǦȝǣǐȓ ȖǦǌǐ Ȃǜ ऀँऄ◦ॽ bǣǐ �%ǻȂǶǐǆȠǶǐ ǆƷǼ ƷǌȂȏȝ ȝǣȓǐǐ
ǌǦЍǐȓǐǼȝ ƷǼǝȠǶƷȓ ǆȂǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼȖ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ȝȂ Θǣǐȝǣǐȓ ǐƷǆǣ Ȃǜ ǦȝȖ ȝΘȂ ƷǼǝǶǐȖ ǦȖ ƷǅȂΗǐ
Ȃȓ ǅǐǶȂΘ ऀँऄ◦ॽ bǣǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻǻȂǌǐǶ ǦȖ ƷǶȖȂ ȖǣȂΘǼ
ƷǼǌ ȖǐȏƷȓƷȝǐǌ ǦǼȝȂ ǜȂȠȓ ǌǦȖȝǦǼǆȝ ȓǐǝǦȂǼȖॽ bǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ऀँ ȠǼǦȒȠǐ ǆȂȓৄ
ȓǐǶƷȝǐǌ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ȖȝƷȝǐȖ ƷȖ ǻǐƷȖȠȓǐǌ ǅΞ ƷǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻB� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ǦȖ ȖǣȂΘǼॽ ǅ঴ XǐǶৄ
ƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ƷǼ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ �ǶǶǐǝȓȂ ǻȂǌǐǶ ȝǣƷȝ ǦȖ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǅȠȝ ǣƷȖ
ȖǐǐǼ ǼȂ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖॽ ǜ঴ XǐǶƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ƷǼ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ �ǶǶǐǝȓȂ ǻȂǌǐǶ ȝǣƷȝ ǦȖ ȝǐǻৄ
ȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ƷǼǌ ǣƷȖ ȖǐǐǼ ǅȂȝǣ ǜȂȓǆǐ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖॽ Ʒৄǆ ȖǣƷȓǐ ȝǣǐ ǆȂǶȂȓ ǅƷȓ
ȖǣȂΘǼॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ अआ

�ॽऀ HȏȝǦǻǦΣƷȝǦȂǼ Ȃǜ BǐƷǼ $Ȃȓǆǐ �ȂǼΗǐȓǝǐǼǆǐॽ bǣǐ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ঳Ʒ঴ॶ ǻǐƷǼ Ʒǅৄ
ȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓ ȂǼ Ʒ ȝǐȖȝ Ȗǐȝ ঳ǅ঴ ƷǼǌ ȝǣǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǐȓȓȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǐƷǼ Ȃǜ UB$
ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖॶ Ǧॽǐॽ ǜȂȓǆǐȖॶ ঳ǆ঴ Ʒȓǐ ȖǣȂΘǼ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȖƷǻȏǶǦǼǝॽ
bǣǐ ΝৄƷΝǦȖ ǦǼǌǦǆƷȝǐȖ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȠǼǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌ ǜȓƷǻǐȖ ǦǼ ΘǣǦǆǣ ǌƷȝƷ ΘƷȖ ƷΗǐȓƷǝǐǌ
ȂΗǐȓ ȝȂ ȏȓȂΗǦǌǐ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖ ȝȂ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ǻȂǌǐǶॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ इआ

�ॽँ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȂȏȝǦǻǦΣƷȝǦȂǼॽ bǣǐ ǜȂȠȓ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ȝǣǐ
ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ Ʒȓǐ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ǅΞ ǻƷΝǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǶȂǝ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌॽ
$Ȃȓ ǐƷǆǣ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȖΘǐǐȏॶ ȝǣǐ ΗƷǶȠǐȖ Ʒȓǐ ЖΝǐǌ Ʒȝ ܺ = ࣣॶ ȲǆȠȝ = ࣥ.ࣦ 	ॶ ț = ࣦ ƷǼǌ
" = ࣢ࣣ ǜȂȓ ȝǣȂȖǐ ǼȂȝ ǅǐǦǼǝ ΗƷȓǦǐǌॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ इआ

�ॽं XƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǣΞǌȓȂǆƷȓǅȂǼȖॽ bǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǌǦȖৄ
ȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ǼৄƷǶǴƷǼǐȖ ǜȓȂǻ ȏǐǼȝƷǼǐ ȝȂ ǌȂǌǐǆƷǼǐॽ �ȝ ǶȂǼǝǐȓ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐȖॶ ȝǣǐ ǅǦৄ
ǻȂǌƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǅǐǝǦǼȖ ȝȂ ǌǦȖƷȏȏǐƷȓॽ bǣǦȖ ǦȖ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝ Ȃǜ ǻƷǼΞ ǻȂȓǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ǐǼৄ
ǐȓǝΞ ǻǦǼǦǻƷ ƷǶȂǼǝ ȝǣǐ ǆǣƷǦǼॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ ॽ इइ

ǦΝ



bԀӸԮ әҷԚӟӏԏ৮ әԀԏ ԫӢԚӟԀԞԚԫӟԀӸ / ԫԀԞӲӋ ӹԀԚ ӂӏ ԫӟӏԏӏ / ҷӸ ԚԀӋҷԮ৷ $Ԁԏ ԫӏ Ӆҷӹ
ӲԀԪӏ ӅԀӸԌӲӏԚӏӲԮ৮ ԫӢԚӟԀԞԚ ӅԀӸԌӲӏԚӏ ԞӹӋӏԏԓԚҷӹӋӢӹӚ৷

Ν



�ǆǴǼȂΘǶǐǌǝǻǐǼȝȖ

/ԫӢӲӲ ӂӏ әԀԏӏԪӏԏ ӚԏҷԚӏәԞӲ ȝȂ ƷǶǶ Ȃǜ ȝǣǐ ΘȂǼǌǐȓǜȠǶ ȏǐȂȏǶǐ ΘǣȂ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǐǌ ȝȂ ǻƷǴǦǼǝ ǻΞ Uǣ�
ǱȂȠȓǼǐΞ ȏȂȖȖǦǅǶǐॽ bǣƷǼǴȖ ǦȖ ǌȠǐॶ ЖȓȖȝ ƷǼǌ ǜȂȓǐǻȂȖȝॶ ȝȂ ǻΞ ƷǌΗǦȖȂȓॶ �ȂȓǦȖॶ ǜȂȓ ǣǦȖ ǴǦǼǌǼǐȖȖॶ ǦǼȖǦǝǣȝǜȠǶ
ǆȂǼΗǐȓȖƷȝǦȂǼȖॶ ƷǼǌ ȖȠȏȏȂȓȝ Ȃǜ ǻΞ ǦǌǐƷȖॽ BΞ ЖȓȖȝ ΞǐƷȓ ƷȖ Ʒ ǝȓƷǌȠƷȝǐ ȖȝȠǌǐǼȝ ǆƷǻǐ ΘǦȝǣ ǻƷǼΞ ȂǅȖȝƷৄ
ǆǶǐȖॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǦǻȏƷǆȝ Ȃǜ �Hq/�ৄऀई ǆƷǼǼȂȝ ǅǐ ȠǼǌǐȓȖȝƷȝǐǌॽ �ȂȓǦȖ ǣƷȖ ƷǶΘƷΞȖ ǅǐǐǼ Ʒ ȖȠȏȏȂȓȝǐȓ Ȃǜ ǻΞ
ǝȓȂΘȝǣॶ ΘǐǶǶৄǅǐǦǼǝॶ ƷǼǌ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ ƷȖ Ʒ ȖǆǦǐǼȝǦȖȝॽ $Ȃȓ ȝǣǦȖॶ / Ʒǻ ǐΝȝȓǐǻǐǶΞ ǝȓƷȝǐǜȠǶॽ

bȂ ȝǣǐ BƷȝǐȓǦƷǶȖ /ǼȝǐǶǶǦǝǐǼǆǐ XǐȖǐƷȓǆǣ ǝȓȂȠȏ ƷȖ Ʒ ΘǣȂǶǐॶ / ǝǦΗǐ ȝǣƷǼǴȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȖǆǦǐǼȝǦЖǆ ǌǦȖǆȠȖৄ
ȖǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǣƷΗǐ ȖǣƷȏǐǌ ǻΞ ΘȂȓǴ ƷǼǌ ǣǐǶȏǐǌ ǻǐ ǶǐƷȓǼ ǻȂȓǐ ȝǣƷǼ / ǆȂȠǶǌ ΘǦȝǣȂȠȝ ȝǣǐǻॽ BΞ ȖǦǼǆǐȓǐȖȝ
ȝǣƷǼǴȖ ǦȖ ǐΝȝǐǼǌǐǌ ȝȂ Ʒ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǦǼǌǦΗǦǌȠƷǶȖ ǦǼ ȝǣǐ ǝȓȂȠȏঃ :ǐǼǼΞ �ȂȠǶȝǐȓ ǣƷȖ ȖǣƷȓǐǌ ǦǼ
ǌǦАǆȠǶȝ ǐΝȏǐȓǦǐǼǆǐȖ ȝǣȓȂȠǝǣȂȠȝ ȂȠȓ ǝȓƷǌȠƷȝǐ ǆƷȓǐǐȓȖॽ �Ȗ Ʒ ǅȓǦǶǶǦƷǼȝ ƷǼǌ ǴǦǼǌ ȏǐȓȖȂǼॶ Ȗǣǐ ǣƷȖ ȏȓȂৄ
ΗǦǌǐǌ ȖȠȏȏȂȓȝ ƷǼǌ ǴǼȂΘǶǐǌǝǐ ȂǼ ǆȂȠǼȝǶǐȖȖ ȂǆǆƷȖǦȂǼȖॽ / ΘȂȠǶǌ ǶǦǴǐ ȝȂ ȝǣƷǼǴ ƷȖ ΘǐǶǶ <ΞǶǐ �ΞȖȝȓȂǻ
ƷǼǌ �ƷǻǐȓȂǼ HΘǐǼॶ ǜȂȓ ȝǣǐǦȓ ǆȂǼȝǦǼȠȂȠȖ ǶƷǆǴ Ȃǜ ǱȠǌǝǐǻǐǼȝ ƷǼǌ ƷǼ ǐǼǌǶǐȖȖ ǐЍȂȓȝ ȝȂ Ʒǆǆǐȏȝ ǻǐॽ �Ƕৄ
ȝǣȂȠǝǣ ǻΞ ȝǦǻǐ ΘȂȓǴǦǼǝ ΘǦȝǣ ȝǣǐȖǐ ǦǼǌǦΗǦǌȠƷǶȖ ΘƷȖ ȖǣȂȓȝॶ / ȝǣƷǼǴ ~Ʒǆ %ȂȂǌΘǦǼ ƷǼǌ :ȠǶǦƷ yƷǼǝॶ ǜȂȓ
ǝǦΗǦǼǝ ǼǐΘ ǶǦǜǐ ȝȂ ǻΞ ΘȂȓǴ ǅΞ ȝƷǴǦǼǝ Ʒ ȠǼǦȒȠǐ ǦǼȝǐȓǐȖȝ ǦǼ Ǧȝॽ bǣƷǼǴȖ ǦȖ ǌȠǐ ȝȂ CǦǆȂǶƷ BȂǶǦǼƷȓǦ ΘǣȂ
ǣƷȖ ȏȓȂΗǦǌǐǌ ǆƷȓǐǐȓ ǝȠǦǌƷǼǆǐ ȝǣȓȂȠǝǣȂȠȝ ǻΞ Uǣ� ΘȂȓǴॽ ,ǦȖ ǦǼȏȠȝ ǣƷȖ ȖȠȓǐǶΞ ǣǐǶȏǐǌ ȖǣƷȏǐ ȝǣǐ ΘƷΞ
/ ǣƷΗǐ ǌǐȖǦǝǼǐǌ ǻΞ ǜȠȝȠȓǐ ǆƷȓǐǐȓॽ $ǦǼƷǶǶΞॶ ƷǼ ƷǶȠǻǼȠȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǝȓȂȠȏॶ / ȝǣƷǼǴ [ȝǐΗǐǼ bȂȓǦȖȖǦॽ bǣǐ ΘƷΞ
ΞȂȠ ȝǣǦǼǴ ƷǅȂȠȝ ȖǆǦǐǼǆǐ ǦȖ ƷǼ ǦǼȖȏǦȓƷȝǦȂǼॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ΘƷΞ ΞȂȠ ǆȂǻǻȠǼǦǆƷȝǐ ǦǌǐƷȖ ȝȂ ȝǣǐ ǝȓǐƷȝǐȓ ǆȂǻৄ
ǻȠǼǦȝΞ ǣƷȖ ǅǐǐǼ Ʒ ǶƷȓǝǐ ǜƷǆȝȂȓ ǦǼ ǻΞ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ȝǐƷǆǣǦǼǝॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ ΞȂȠȓ ǴǦǼǌǼǐȖȖ ƷǼǌ ȖȠȏȏȂȓȝ
ǣƷȖ ǣǐǶȏǐǌ ǦǼ ǻȂȓǐ ΘƷΞȖ ȝǣƷǼ ΞȂȠ ǴǼȂΘॽ

sǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ǝȓǐƷȝǐȓ ,ƷȓΗƷȓǌ ǆȂǻǻȠǼǦȝΞॶ / ΘȂȠǶǌ ǶǦǴǐ ȝȂ ȝǣƷǼǴ [ǐȝǣ �ΗƷǴǦƷǼॶ ǜȂȓ ȏȓȂΗǦǌǦǼǝ ǐǻȂৄ
ȝǦȂǼƷǶ ǝȠǦǌƷǼǆǐ ǦǼ ȝǦǻǐȖ Ȃǜ ǌǦАǆȠǶȝΞ ȝǣȓȂȠǝǣȂȠȝ ǻΞ Uǣ�ॽsǣǦǶǐ ȂȠȓ ȏƷȝǣȖ ǌǦǌ ǼȂȝ ǆȓȂȖȖ ƷȖ ǜȓǐৄ
ȒȠǐǼȝǶΞ ƷȖ / ǻƷΞ ǣƷΗǐ ǶǦǴǐǌॶ / ǣȂǶǌ ǌǐƷȓǶΞ ȝǣǐ ǻǐǻȂȓǦǐȖ Ȃǜ ȂȠȓ ǆȂǼΗǐȓȖƷȝǦȂǼȖॽ

/ ΘȂȠǶǌ ǼȂȝ ǅǐ Θǣǐȓǐ / Ʒǻ ȝȂǌƷΞ ΘǦȝǣȂȠȝ ȝǣǐ ȠǼΘƷΗǐȓǦǼǝ ȖȠȏȏȂȓȝ Ȃǜ ǻΞ ǜƷǻǦǶΞ ƷǼǌ ǜȓǦǐǼǌȖॽ bȂ
ƷǶǶ Ȃǜ ΞȂȠॶ / ǐΝȏȓǐȖȖ ǻΞ ǌǐǐȏǐȖȝ ǝȓƷȝǦȝȠǌǐॽ bǣƷǼǴ ΞȂȠ ȝȂ ǻΞ ǻȂȝǣǐȓॶ �ȂȝȝǦǐॶ ǜȂȓ ǼǐΗǐȓ ǶȂȖǦǼǝ ȏƷȝǦǐǼǆǐ
ΘǦȝǣ ǻΞ ǜȓǐȒȠǐǼȝ ƷǅȖǐǼǆǐ ƷǼǌ ǅǐǦǼǝ ǻΞ ǅǦǝǝǐȖȝ ǜƷǼ Ʒȝ ǐΗǐȓΞ ȖȝƷǝǐॽ bǣƷǼǴ ΞȂȠ ȝȂ ǻΞ ǅȓȂȝǣǐȓॶ =ȂǝƷǼॶ
ǜȂȓ ƷǶΘƷΞȖ ǻƷǴǦǼǝ ȖȠǆǣ Ʒ ȖǦǼǆǐȓǐ ǐЍȂȓȝ ȝȂ ȖȠȏȏȂȓȝ ǻΞ ƷǆǆȂǻȏǶǦȖǣǻǐǼȝȖॽ =ƷȖȝǶΞॶ ȝǣƷǼǴ ΞȂȠ ȝȂ ǻΞ
ǌƷǌॶ sƷΞǼǐॶ ƷǼǌ ǻΞ ΞȂȠǼǝǐȓ ǅȓȂȝǣǐȓȖॶ �ȂȂȏǐȓ ƷǼǌ �ƷǼǦǐǶॶ ǜȂȓ ƷǶΘƷΞȖ ȝƷǴǦǼǝ ƷǼ ǦǼȝǐȓǐȖȝ ǦǼ ǻΞ ΘȂȓǴॶ
ƷǼǌ ǜȂȓ ȝǣǐǦȓ ȠǼǆȂǼǌǦȝǦȂǼƷǶ ǶȂΗǐॽ bȂ ǻΞ ǜȓǦǐǼǌȖॶ / ȝǣƷǼǴ ΞȂȠ ǜȂȓ ȝǣǐ ȂȏȏȂȓȝȠǼǦȝǦǐȖ ȝȂ ȓǐȖȝ ǻΞ ǻǦǼǌ
ǦǼ ΞȂȠȓ ǆȂǻȏƷǼΞঃ �ƷǦȝǶǦǼॶ <ΞǶǐॶ BƷǆ<ǐǼΣǦǐॶ :ȂȓǌƷǼॶ %ǐȂЍॶ �ǻǐǶǦƷॶ [ƷȓƷǣॶ �ǐǦȓǌȓǐॶ :ȠǶǦƷǼॶ BƷȓΞॶ
�ȓΞǼǼǐॶ �ǅǅΞॶ �ȓΞǆǐॶ :ƷȖǻǦǼǐॶ �ȂȓΞॶ :Ȃǐॶ �ǌǌΞ ƷǼǌ %ƷǅǅΞॽ UƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ȝǣƷǼǴȖ ǦȖ ǌȠǐ ȝȂ CȂƷǣ �Ǧǆǐॶ
ΘǣȂ ǣƷȖ ǼȂȝ ȂǼǶΞ ǅǐǐǼ ƷǼ ǐǻȂȝǦȂǼƷǶǶΞ ǝȓȂȠǼǌǦǼǝ ǅǐȖȝ ǜȓǦǐǼǌॶ ǅȠȝ Ʒ ǅȓǦǶǶǦƷǼȝ ȖǆǦǐǼȝǦЖǆ ȏǐǐȓ ȝǣƷȝ /

ΝǦ



ǣƷΗǐ ǣƷǌ ȝǣǐ ǅǐǼǐЖȝ Ȃǜ ǝȓȂΘǦǼǝ ƷǶȂǼǝȖǦǌǐॽ
=ƷȖȝ ǅȠȝ ǼȂȝ ǶǐƷȖȝॶ / ΘȂȠǶǌ ǶǦǴǐ ȝȂ ȝǣƷǼǴ ǻΞ ΘȂǼǌǐȓǜȠǶ ȏƷȓȝǼǐȓॶ [ǣǐǶǅΞॽ yȂȠ Ʒȓǐ ǻȂȓǐ ǌǐȖǐȓΗǦǼǝ

Ȃǜ ȝǣƷǼǴȖ ȝǣƷǼ / ǆƷǼ ȏȠȝ ǦǼ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ȏƷȓƷǝȓƷȏǣॶ ǅȠȝ / ǣȂȏǐ ΞȂȠ ǆƷǼ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌ ȝǣǐ ǌǐȏȝǣ Ȃǜ ǻΞ ǶȂΗǐ
ƷǼǌ ǝȓƷȝǦȝȠǌǐ ǜȂȓ ƷǶǶ ΞȂȠ ǣƷΗǐ ǌȂǼǐॽ bǣƷǼǴ ΞȂȠ ǜȂȓ ȏȠȝȝǦǼǝ Ƞȏ ΘǦȝǣ ǆȂȠǼȝǶǐȖȖ ǶƷȝǐ ǼǦǝǣȝȖॶ ǣȂȠȓȖ
Ȃǜ ǻΞ ȖǆǦǐǼȝǦЖǆ ȓƷǻǅǶǦǼǝॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǣǦǝǣȖ ƷǼǌ ǻƷǼΞ ǶȂΘȖ Ȃǜ ǻΞ ǌǐǝȓǐǐॽ /Ǽ ǻȂǻǐǼȝȖ Ȃǜ ǱȂΞ ΞȂȠ ǣƷΗǐ
ȓǐǱȂǦǆǐǌ ΘǦȝǣ ǻǐॶ ΘǣǦǶǐ ǅǐǦǼǝ Ʒ ǝȠǦǌǦǼǝ ǶǦǝǣȝ ǦǼ ǻȂǻǐǼȝȖ Ȃǜ ȏƷǦǼॽ yȂȠ ǣƷΗǐ Ʒǆǆǐȏȝǐǌ ǻǐॶ ȖȠȏȏȂȓȝǐǌ
ƷǼǌ ǐǼǆȂȠȓƷǝǐǌ ǻǐ Ʒȝ ǐΗǐȓΞ ȖȝƷǝǐ Ȃǜ ǝȓȂΘȝǣ ǦǼ ȝǣǦȖ ȏȓȂǆǐȖȖॶ ǅȂȝǣ ƷǆƷǌǐǻǦǆƷǶǶΞ ƷǼǌ ƷȖ Ʒ ȏǐȓȖȂǼॽ $Ȃȓ
ȝǣǦȖॶ / ȂΘǐ ǻȠǆǣ Ȃǜ ΘǣȂ / Ʒǻ ȝȂ ΞȂȠॶ ƷǼǌ ǻΞ ƷȏȏȓǐǆǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ΞȂȠ ǆƷǼǼȂȝ ǅǐ ȠǼǌǐȓȖȝƷȝǐǌॽ bȂ ΞȂȠॶ
/ ȏȓȂǻǦȖǐ ȝȂ ȓǐȝȠȓǼ ȝǣǐ ǴǦǼǌǼǐȖȖॶ ǶȂΗǐ ƷǼǌ ȖȠȏȏȂȓȝ ǅΞ ǜȂȓǐΗǐȓ ǣǐǶȏǦǼǝ ΞȂȠ ȏȠȓȖȠǐ ΞȂȠȓ ǝȂƷǶȖ ƷǼǌ
ǌȓǐƷǻȖॶ ǦǼ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ΘƷΞ ȝǣƷȝ ΞȂȠ ǣƷΗǐ ƷǶΘƷΞȖ ȖȠȏȏȂȓȝǐǌ ǻǦǼǐॽ

ΝǦǦ



�ț ǯͣȮǯȲȼ ȅȵ ǖ ȮǯȲȵȡț ͞Ȃȡ Ȃǖȵ Țǖǫǯ ǖȕȕ ȼȂǯ Țȅȵȼǖȓǯȵ ȼȂǖȼ

ǥǖț Ǥǯ Țǖǫǯ ȅț ǖ ͝ǯȲͤ țǖȲȲȡ͞ Ϩǯȕǫࣗ

CǦǐǶȖ �Ȃǣȓ

0
/ǼȝȓȂǌȠǆȝǦȂǼ

eӹӋӏԏԓԚҷӹӋӢӹӚ Ԛӟӏ ӂӏӟҷԪӢԀԏ Ԁә ӸҷԚӏԏӢҷӲԓ ǦȖ Ȃǜ ǆǐǼȝȓƷǶ ǦǻȏȂȓȝƷǼǆǐ ȝȂ ȝǣǐ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ

ǼǐΘ ȝǐǆǣǼȂǶȂǝǦǐȖॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ȝƷǆǴǶǐ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǆǶǐƷǼ ǐǼǐȓǝΞ ƷǼǌ ȝǣǐ ǌǦȖǆȂΗǐȓΞ Ȃǜ ǼȂΗǐǶ ǌȓȠǝȖॶ

Ǧȝ ǦȖ ǐȖȖǐǼȝǦƷǶ ȝȂ ǣƷΗǐ Ʒ ǌǐǐȏ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ Ȃǜ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ ȓƷǼǝǦǼǝ ǜȓȂǻ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ

ȒȠƷǼȝǦȝǦǐȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ȖȂǶȠǅǦǶǦȝΞ ƷǼǌ ȏǣƷȖǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ǆȠȓΗǐȖॶ ȝȂ ǴǦǼǐȝǦǆ ȒȠƷǼȝǦȝǦǐȖ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǌǦЍȠȖǦȂǼ

ƷǼǌ ȝǣǐȓǻƷǶ ǆȂǼǌȠǆȝǦΗǦȝΞॽ

ऀ



sǣǦǶǐ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ǻǐȝǣȂǌȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ ЖǼƷǶ ƷȓǅǦȝǐȓ ǦǼ ǌǐЖǼǦȝǦΗǐǶΞ ȖȝƷȝǦǼǝ ǣȂΘǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ǅǐǣƷΗǐॶ ǐΝৄ

ǦȖȝǦǼǝ ƷȏȏƷȓƷȝȠȖǐȖ Ʒȓǐ ǶǦǻǦȝǐǌ ǦǼ ȝǦǻǐৄ ƷǼǌ ǶǐǼǝȝǣৄȖǆƷǶǐȖ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼȖ ȝǣǐΞ ǆƷǼ ƷǆǆǐȖȖॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ ǻƷǼΞ

ǣǦǝǣ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ȓǐȒȠǦȓǐ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ǜȓȂǻ ǦȝȖ ǼƷȝǦΗǐ ȖȝƷȝǐॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǦǼ ǆȓΞȂǝǐǼǦǆ

ǐǶǐǆȝȓȂǼ ǻǦǆȓȂȖǆȂȏΞःॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ȓƷȏǦǌǶΞ ȖǆȓǐǐǼǦǼǝ ǶƷȓǝǐ ȒȠƷǼȝǦȝǦǐȖ Ȃǜ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ǦȖ ǦǻȏȓƷǆȝǦǆƷǶ ǜȂȓ

ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖॽ

HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ȝȂȂǶȖ ƷǶǶȂΘ ǜȂȓ ǻȠǆǣ ЖǼǐȓ ǆȂǼȝȓȂǶ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ȖȝƷȝǐॶ ǐǼৄ

ƷǅǶǦǼǝ ȏȓǐǆǦȖǐ ǆȂǼȝȓȂǶ Ȃǜ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ ȏȓǐȖȖȠȓǐ ǆȂǼǌǦȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ȠǼǌǐȖǦȓǐǌ ǐЍǐǆȝȖ ǜȓȂǻ

ǐΝȝǐȓǼƷǶ ȖȂȠȓǆǐȖॽ sǦȝǣ ȝǣǐ ǆȂǻȏƷȓƷȝǦΗǐ ǆȂǻȏƷǆȝǼǐȖȖ ƷǼǌ ȖǆƷǶƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ �Ue ƷǼǌ %Ue ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ

ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐȖॶ ȝǣǐȖǐ ǦǌǐƷȖ ǆƷǼ ǅǐ ǶǐΗǐȓƷǝǐǌ ȝȂ ǐǻȏǶȂΞ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ǻƷȖȖǦΗǐǶΞ ȏƷȓƷǶǶǐǶ ȖǐȝȝǦǼǝȖॽ �Ȗ Ʒ

ȓǐȖȠǶȝॶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ Ʒȓǐ ƷǅǶǐ ȝȂ ȓǐǻȂΗǐ ǻȂȓǐ ȠǼǴǼȂΘǼȖ ǦǼ ƷǼ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ Ȗǐȝ Ƞȏ ƷǼǌ

ǻȂȓǐ ȓƷȏǦǌǶΞ ǦǼΗǐȖȝǦǝƷȝǐ ȝǣǐ ȂȓǦǝǦǼȖ Ȃǜ ǻƷȝǐȓǦƷǶ ǅǐǣƷΗǦȂȓॽ

$ȓȂǻ ȝǣǦȖ ǶǐǼȖॶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ǦǼ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ǣƷȖ ǐǼǱȂΞǐǌ Ʒ ȓǦǆǣ ǣǦȖȝȂȓΞ Ȃǜ ǦǼǼȂΗƷȝǦȂǼ ƷǼǌ

ǌǦȖǆȂΗǐȓΞऄॶअॶआॶऀॶइॶईॶऀࣿॶऀऀॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷΗǐ ǶȂǼǝ ǅǐǐǼ ȠȖǐǌ ȝȂ ȖȝȠǌΞ ȝǣǐ ȏǣƷȖǐ ǅǐǣƷΗৄ

ǦȂȓऀँॶ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐऀंॶआॶऀॶइॶईॶऀࣿॶऀऀॶ ƷǼǌ Ʒ ΗƷȖȝ ƷȓȓƷΞ Ȃǜ Ȃȝǣǐȓ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ Ʒ ΘǦǌǐ ȓƷǼǝǐ Ȃǜ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖॽ BȂȓǐ

ǦǻȏȂȓȝƷǼȝǶΞॶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ǣƷȖ ǆȂǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ǐЍȂȓȝȖ ǦǼ Ʒ ȏȂȖǦȝǦΗǐ ǜǐǐǌǅƷǆǴ ǶȂȂȏॶ

ΘǣǐȓǐǦǼ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ȠȖǐǌ ȝȂ ǅǐȝȝǐȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌ ƷȝȂǻǦǆ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ȝǣƷȝ ǶǐƷǌ ȝȂ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐ

ǅǐǣƷΗǦȂȓ ǦǼ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ȂȝǣǐȓΘǦȖǐ ȏȂȂȓǶΞ ȠǼǌǐȓȖȝȂȂǌऀःॶऀऄॶऀअॽ /Ǽ ȖȂǻǐ ǐΝǆǐȏȝǦȂǼƷǶ ǆƷȖǐȖॶ

ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ΘȂȓǴȖ ǣƷΗǐ ǐΗǐǼ ǅǐǐǼ ȠȖǐǌ ȝȂ ǌǦȖǆȂΗǐȓ ǼǐΘ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ƷǶȝȂǝǐȝǣǐȓऀआॽ

� ǆǐǼȝȓƷǶ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ ȝǣƷȝ ǐǼƷǅǶǐȖ ȝǣǐȖǐ ȖȝȠǌǦǐȖ ǶǦǐȖ ǦǼ ǌǐΗǐǶȂȏǦǼǝ ƷǼ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖৄ

ȝǐǻ৚Ȗ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐॽ bǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǦȖ ȠǅǦȒȠǦȝȂȠȖ ǦǼ ȝǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॶ ƷȖ Ǧȝ ǆƷǼ ǅǐ

ȠȖǐǌ ǦǼ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ঳B�঴ ȝȂ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐ CǐΘȝȂǼ৚Ȗ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǻȂȝǦȂǼॽ bǣǦȖ ǝǦΗǐȖ ǌǦȓǐǆȝ

ƷǆǆǐȖȖ ȝȂ ȝǣǐ ǴǦǼǐȝǦǆ ƷǼǌ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ Ʒ ȖΞȖȝǐǻॶ ƷǴǦǼ ȝȂ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝƷǴǐǼ ǦǼ ǐΝȏǐȓৄ

ǦǻǐǼȝƷǶ ȖǐȝȝǦǼǝȖॽ �ǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐǶΞॶ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ȖȠǆǣ ƷȖ BȂǼȝǐ �ƷȓǶȂ ঳B�঴ ǻǐȝǣȂǌȖ Ʒȓǐ ƷǅǶǐ

ȝȂ ȠȖǐ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȝȂ ȖƷǻȏǶǐ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ �Ȗ ȖȠǆǣॶ ƷǆǆȠৄ

ȓƷȝǐ ǻȂǌǐǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ƷǼǌ ǦȝȖ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ ঳Ǧॽǐॽ ƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐȖ঴ ǦȖ Ʒ ǴǐΞ ǜȂǆȠȖ Ȃǜ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ

ँ



ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ȖǆǦǐǼǆǐ ȓǐȖǐƷȓǆǣॽ

sǣǦǶǐ Θǐ ȂǜȝǐǼ ȓǐǝƷȓǌ ƷȝȂǻȖ ƷȖ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ȏȂǦǼȝ ȏƷȓȝǦǆǶǐȖॶ ȝǣǐ ȂȓǦǝǦǼ Ȃǜ ƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐȖ ǦȖ ǜȠǼǌƷǻǐǼৄ

ȝƷǶǶΞ ȒȠƷǼȝȠǻǻǐǆǣƷǼǦǆƷǶ ǦǼ ǼƷȝȠȓǐॽ /ȝ ǦȖ ȂǜȝǐǼ ƷȖȖȠǻǐǌ ȝǣƷȝ ǼȠǆǶǐǦ ǻȂΗǐ ȂǼ ȝǣǐ �ȂȓǼৄHȏȏǐǼǣǐǦǻǐȓ

঳�H঴ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐॶ ΘǣǐȓǐǦǼ ǐǶǐǆȝȓȂǼǦǆ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖǶΞ ȓǐǶƷΝ ȝȂ ȝǣǐǦȓ

ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐॶ ȖǐȝȝǦǼǝ Ƞȏ ƷǼ ǐΝȝǐȓǼƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǦǼ ΘǣǦǆǣ ǼȠǆǶǐǦ ǻȂΗǐ ǦǼॽ bǣǐ ,ǐǶǶǻƷǼৄ$ǐΞǼǻƷǼ ȝǣǐৄ

Ȃȓǐǻ ȏȓȂΗǦǌǐȖ Ʒ ǌǦȓǐǆȝ ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ȝȂ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ

ƷǼǌ ƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐȖ ǐΝȏǐȓǦǐǼǆǐǌ ǅΞ ƷȝȂǻȖॶ ǐǼƷǅǶǦǼǝ ǖǤ ȅțȅȼȅȡB� ȖȝȠǌǦǐȖ ȝȂ ǅǐ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌॽ �ǶȝǣȂȠǝǣ

ȖȂǶΗǦǼǝ [ǆǣȓȂǌǦǼǝǐȓ৚Ȗ ǐȒȠƷȝǦȂǼ Ʒȝ ǐΗǐȓΞ Ȗȝǐȏ Ȃǜ ƷǼB� ȝȓƷǱǐǆȝȂȓΞ ǦȖ ȏȂȖȖǦǅǶǐॶ Ʒȝ ǶǐƷȖȝ ǦǼ ƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦৄ

ǻƷȝǐ ΘƷΞ ȝǣȓȂȠǝǣ ǌǐǼȖǦȝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ȝǣǐȂȓΞ ঳�$b঴ॶ ȝǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ Ʒȓǐ ǐΝȝȓǐǻǐǶΞ ǐΝȏǐǼȖǦΗǐॽ

HǼǐ ƷǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐ ȖȂǶȠȝǦȂǼ ǦȖ ȝȂ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǜȂȓǆǐȖ ȠȖǦǼǝ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ �ǣǐǻǦǆƷǶ

ǦǼȝȠǦȝǦȂǼ ǦǼǜȂȓǻȖ ȠȖ ȝǣƷȝ ǻƷǼΞ ǅȂǼǌǐǌ ȖΞȖȝǐǻȖ Ʒȓǐ ȒȠƷǌȓƷȝǦǆ ǦǼ ǼƷȝȠȓǐअॶऄॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ƷǼǌ ȖǦǻȏǶǐ

ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻȖ ǆƷǼ ȖǦǻǦǶƷȓǶΞ ǅǐ ǐǻȏǶȂΞǐǌ ȝȂ ǻȂǌǐǶ Ȃȝǣǐȓ ȝΘȂৄॶ ȝǣȓǐǐৄ ƷǼǌ ǜȂȠȓৄǅȂǌΞ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ

Ȃǜ ƷȝȂǻȖऀंॽ sǣǦǶǐ ȝǣǐȖǐ ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ঳/UȖ঴ Ʒȓǐ ȒȠǦȝǐ ǜƷȖȝॶ ȝǣǐΞ ȓǐǻƷǦǼ ǶǦǻǦȝǐǌ ǦǼ ƷǆǆȠȓƷǆΞ

ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖँॶऀॶऀइॶऀईॽ BȂȓǐ ȓǐǆǐǼȝǶΞॶ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ঳B=঴ ǣƷΗǐ

ƷǦǻǐǌ Ʒȝ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ȝǣǐ �H ȖȠȓǜƷǆǐ ǻȂȓǐ ǐАǆǦǐǼȝǶΞऀॶँॶइॶईॶँࣿॶऀऀॶऀࣿॶँऀॶँँॶँंॶऀँॽ =ǐΗǐȓƷǝǦǼǝ �$bৄǅƷȖǐǌ

ƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝΞ ǌƷȝƷॶ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝȓƷǦǼȖ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ȂȓǌǐȓȖ Ȃǜ ǻƷǝǼǦȝȠǌǐȖ ǜƷȖȝǐȓ

ȝǣƷǼ �$b ΘǣǦǶǐ ǅǐǦǼǝ ƷǅǶǐ ȝȂ ǻƷǦǼȝƷǦǼ Ʒ ǣǦǝǣ ǌǐǝȓǐǐ Ȃǜ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ƷǼǌ ǦǼȝǐȓȏȂǶƷȝǐ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ȖȏƷǆǐ Ȃǜ

ǌƷȝƷॽ sǣǦǶǐ B� ǦǼ ȝǣǦȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǦȖ ȖǶȂΘǐȓ ȝǣƷǼ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ /UȖॶ ȝǣǐ ǝƷǦǼǐǌ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ǦȖ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝॽ

�ǐȖȏǦȝǐ ȝȓǐǻǐǼǌȂȠȖ ȖȠǆǆǐȖȖ ǦǼ ȝǣǐȖǐ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼȖॶ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ ȓǐǻƷǦǼ ǦǼ ȝǣǐ ƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ

ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ȏȓȂǅǐ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȏǣΞȖǦǆƷǶ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖॽ �ǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ Ʒȓǐॶ ǦǼ ǻȂȖȝ ȓǐƷǶǦȖȝǦǆ ǆƷȖǐȖॶ ǶǦǻৄ

Ǧȝǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ȖȝȠǌΞ Ȃǜ ȖΞȖȝǐǻȖ ȂǼ ȝǣǐ Ȃȓǌǐȓ Ȃǜ ǻǦǶǶǦȂǼȖ Ȃǜ ƷȝȂǻȖ Ʒȝ ǻȂȖȝॶ ƷǼǌ Ʒȝ ȝǦǻǐȖǆƷǶǐȖ Ȃǜ ǻǦǆȓȂȖǐǆৄ

ȂǼǌȖॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ ǐΝǆǐǐǌǦǼǝ ȝǣǐȖǐ ǶǦǻǦȝȖ ȖǦǻȠǶȝƷǼǐȂȠȖǶΞ ǦȖ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓǶΞ ǆǣƷǶǶǐǼǝǦǼǝॽ sǣǦǶǐ ǐΝǆǐȏȝǦȂǼȖ

ȝȂ ȝǣǐȖǐ ǶǦǻǦȝȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐǌॶ ǦǼ ƷǶǶ ȏȓƷǆȝǦǆƷǶ ȝǐȓǻȖ Ǧȝ ǦȖ ǦǼǜǐƷȖǦǅǶǐ ȝȂ ƷǆȒȠǦȓǐ ȝǣǐ ȓǐȖȂȠȓǆǐȖ

Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ƷǆǣǦǐΗǐ ȖȠǆǣ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ [ǦǻǦǶƷȓǶΞॶ B= ǅƷȖǐǌ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȖȠЍǐȓ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȖƷǻǐ

ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ ǅȂȠǼǌȖॽ

ं



/Ǽ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȝȂ ȖȠǆǣ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖॶ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ঳�%঴ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ƷǦǻ ȝȂ ǻȂǌǐǶ ȖΞȖȝǐǻȖ Ʒȝ Ʒ ȓǐৄ

ǌȠǆǐǌ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ȝǣƷȝ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǐАǆǦǐǼǆΞ ΘǣǦǶǐ ȖȝǦǶǶ ȏȓȂΗǦǌǦǼǝ ЖǼǐ ǆȂǼȝȓȂǶ Ȃǜ ΗƷȓǦৄ

ƷǅǶǐȖ ȝǣƷȝ ǦȖ ƷǅȖǐǼȝ ǦǼ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ Ȗǐȝ ȠȏȖँःॶँऄॶँअॶँआॶँइॶँईॶंࣿॶंऀॶंँॶंंॶंःॽ bǣǐ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ǦǌǐƷ ȠǼǌǐȓৄ

ǶΞǦǼǝ ȝǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǦȖ ȝǣƷȝ Ʒ঴ ǆǐȓȝƷǦǼ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ Ʒȓǐ ȠǼǦǼȝǐȓǐȖȝǦǼǝ ȝȂ ǶƷȓǝǐ ǶǐǼǝȝǣৄ ƷǼǌ

ȝǦǻǐৄȝǦǻǐȖǆƷǶǐ ǻȂȝǦȂǼȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǣǐƷΗΞ ƷȝȂǻ ৄ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ǅȂǼǌȖॶ ƷǼǌ ǅ঴ ȝǣǐ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ ȓǐȒȠǦȓǐǌ ǜȂȓ ǼȠৄ

ǻǐȓǦǆƷǶǶΞ ȖȝƷǅǶǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ Ʒȓǐ ǶǦǻǦȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐȖǐ ȠǼǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ǜƷȖȝ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ �Ξ ȓǐǻȂΗǦǼǝ

ȝǣǦȖ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼॶ �%ǻǐȝǣȂǌȖ ȏȓȂǻǦȖǐ ȝȂ ƷǶǶȂΘ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǐǼȝǦȓǐǶΞ ǼǐΘ ǶǐǼǝȝǣৄ ƷǼǌ ȝǦǻǐৄ ȖǆƷǶǐȖॽ

,ȂΘǐΗǐȓॶ ȝΘȂ ǆȂǻȏǐȝǦǼǝ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ǣƷΗǐ ǅȓȂȠǝǣȝ ΘǦȝǣ ȝǣǐǻ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ

ȝȓƷǌǐৄȂЍȖॽ HǼǐ ǦǌǐƷǶȂǝǦǆƷǶ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐ ȖȠǝǝǐȖȝȖ ȝǣƷȝॶ ǻȠǆǣ ǶǦǴǐ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॶ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ

ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ȖǣȂȠǶǌ ǅǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǐǌ ΘǦȝǣ ǆȂǻǻȂǼǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǻǐǆǣƷǼǦǆ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻȖॶ ΘǦȝǣ ȏƷৄ

ȓƷǻǐȝǐȓȖ ȝȠǼǐǌ ȝȂ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖँःॶंऀॶंࣿॶँईॶंऄॽ sǣǦǶǐ ȏȓȂǻǦȖǦǼǝ ǦǼ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐ

ƷǼǌ ǐΝȝȓǐǻǐǶΞ ǜƷȖȝॶ ȝǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǶǦǻǦȝ ȝǣǐ ǝǐǼǐȓƷǶ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ȝȂ ǼǐΘ ȖΞȖȝǐǻ

ǆǶƷȖȖǐȖ ƷǼǌ ǣƷΗǐ ǼȂ ƷȖȖȠȓƷǼǆǐȖ ƷǅȂȠȝ ǻȂǌǐǶ ǅǐǣƷΗǦȂȓ ȂǼ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȂȠȝȖǦǌǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॽ �Ƕৄ

ȝǐȓǼƷȝǦΗǐǶΞॶ Ǧȝ ǦȖ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ȝȂ ȝƷǴǐ Ʒ ৗǅȂȝȝȂǻ Ƞȏ৘ ƷȏȏȓȂƷǆǣॶ ΘǣǐȓǐǦǼ ȝǣǐ �%ǻȂǌǐǶ ǦȖ ǅȠǦǶȝ ǜȓȂǻ ƷǼ

ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣॶ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȝƷȓǝǐȝ ȖΞȖȝǐǻ

Ʒȓǐ ǐǼȝǦȓǐǶΞ ȏȓǐȖǐȓΗǐǌंँॶंंॶंअॶंआॽ bǣȂȠǝǣ ȝǣǦȖ ǦȖ Ʒ ǣǦǝǣǶΞ ƷȏȏǐƷǶǦǼǝ ƷȖȏǐǆȝ Ȃǜ ȖȠǆǣ ǻȂǌǐǶȖॶ Ǧȝ ǆȂǻǐȖ Ʒȝ

ȝǣǐ ǐΝȏǐǼȖǐ Ȃǜ ȓǐȒȠǦȓǦǼǝ ǜƷȓ ǻȂȓǐ ǆȂǻȏǶǐΝ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻȖॽ bǣǐ ǝȓȂΘǦǼǝ ȖȠǆǆǐȖȖ Ȃǜ B= ǦǼ ǻƷȝǐৄ

ȓǦƷǶȖ ȖǆǦǐǼǆǐॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ȏȂΘǐȓॶ ǣƷȖ ȓǐǆǐǼȝǶΞ ǻȂȝǦΗƷȝǐǌ Ʒ ǼǐΘ

ΘƷΗǐ Ȃǜ ΘȂȓǴ ǦǼ ǌǐΗǐǶȂȏǦǼǝ ǅǐȝȝǐȓ ǅȂȝȝȂǻ Ƞȏ �%ǻȂǌǐǶȖॽ

/Ǽ ȝǣǦȖ ȝǣǐȖǦȖॶ / ΘǦǶǶ ȖȝƷȓȝ ǅΞ ȏȓȂΗǦǌǦǼǝ ȝǣǐ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞ ǅƷǆǴǝȓȂȠǼǌ ȝȂ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌB= ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼৄ

ȝǐΝȝ Ȃǜ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶǦǼǝॽ / ΘǦǶǶ ȝǣǐǼ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ǅƷǆǴǝȓȂȠǼǌॶ ȖȠǆǆǐȖȖǐȖॶ ƷǼǌ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǐΝৄ

ǦȖȝǦǼǝ �% ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǻȂȝǦΗƷȝǐ ȝǣǐ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ Ȃǜ B= ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ǦǼȝȂ �%ǻȂǌǐǶǦǼǝॽ

$Ƞȓȝǣǐȓॶ ȓǐǆǐǼȝ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ B= ǜȂȓ �%ǻȂǌǐǶǦǼǝ ΘǦǶǶ ǅǐ ȓǐΗǦǐΘǐǌॽ bǣǐ ǻƷǦǼ ǅȂǌΞ Ȃǜ

ΘȂȓǴ Ȃǜ ǻΞ Uǣ� ǦȖ ȏȓǐȖǐǼȝǐǌ ǣǐȓǐǦǼॶ ȖȝƷȓȝǦǼǝ ǜȓȂǻ Ʒ ǼȂΗǐǶ �ƷΞǐȖǦƷǼ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐǌ

ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ / ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ǣȂΘ ȝǣǐȖǐ ǼǐΘ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝȖ ǐǼƷǅǶǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ƷǌƷȏȝƷȝǦȂǼ

ः



Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ƷǆȓȂȖȖ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖΞȖȝǐǻȖ ΘǣǦǶǐ ȏȓȂΗǦǌǦǼǝ ǜƷȓ ǝȓǐƷȝǐȓ ǐАǆǦǐǼǆΞ ȝȂ ȝǣǐǦȓ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆȂȠǼৄ

ȝǐȓȏƷȓȝȖॽ bǣǦȖ ΘȂȓǴ ǜȠȓȝǣǐȓ ǦǶǶȠǻǦǼƷȝǐȖ ǦȖȖȠǐȖ ȝǣƷȝ ǣƷΗǐ ǅǐǝȠǼ ȝȂ ȖǣȂΘ Ƞȏ ǦǼ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ƷǼǌ �%

ǆȂǻǻȠǼǦȝǦǐȖ ȓǐǝƷȓǌǦǼǝ ȝǣǐ ǦǼȖȠАǆǦǐǼǆΞ Ȃǜ ƷǝǝȓǐǝƷȝǐ ǜȂȓǆǐৄǐȓȓȂȓ ǻǐȝȓǦǆȖ ǜȂȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ǻȂǌǐǶ

ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐॽ /ǻȏȂȓȝƷǼȝ ǼǐΘ ǶǦǼǴȖ ǅǐȝΘǐǐǼ �ƷΞǐȖǦƷǼ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷǼǌ ǻȂǌǐǶ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ ΘǦǶǶ ȝǣȠȖ

ǅǐ ȏȓǐȖǐǼȝǐǌॽ

[ȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞॶ Θǐ ƷǦǻ ȝȂ ƷǌǌȓǐȖȖ ȝǣǐ ǦǼƷǆǆȠȓƷǆǦǐȖ Ȃǜ ǻƷǼΞ �%ǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝΞ ȏȓǐৄ

ǌǦǆȝǦȂǼ ΘǦȝǣ ǼǐΘ ȏǣΞȖǦǆȖৄǦǼǜȂȓǻǐǌ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǦȖ ΘȂȓǴ

ȖǐȓΗǐȖ ƷȖ ȝǣǐ ǅƷȖǦȖ ǜȂȓ Ʒ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ȖǣǦǜȝ ǦǼ ȝǣǐ �% ȓǐȖǐƷȓǆǣ ǆȂǻǻȠǼǦȝΞॽ sǣǐȓǐ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷΗǐ ȝȓƷৄ

ǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ ǅǐǐǼ ȝȓƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ ǜȂȓǆǐ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ƷǶȂǼǐॶ Θǐ ȏȓȂȏȂȖǐ ȝǣǐ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ Ȃǜ Ʒ ǅȓȂƷǌ ȓƷǼǝǐ

Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǦǼȝȂ ǻȂǌǐǶ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǜȠȓȝǣǐȓ ǦǻȏȓȂΗǐ ǌƷȝƷ ǐАǆǦǐǼǆΞ ΘǣǦǶǐ

ǶǐƷǌǦǼǝ ǐЍȂȓȝǶǐȖȖǶΞ ȝȂ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ȂΗǐȓ ƷǼ ƷȓȓƷΞ Ȃǜ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǻǐȝȓǦǆȖॽ bǣǦȖ ǦǼ ȝȠȓǼ

ǦǼȖȏǦȓǐȖ Ʒ ΘǦǌǐ ȓƷǼǝǐ Ȃǜ ǼǐΘ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ȝȂ ǅǐ ƷǌǌȓǐȖȖǐǌॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣǐ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǐǼǐȓǝǐȝǦǆ ǦǼǜȂȓǻƷৄ

ȝǦȂǼ ǜȂȓ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ǻȂǌǐǶǦǼǝ Ȃǜ ȖȂǶȠǅǦǶǦȝΞ ƷǼǌ ȏǣƷȖǐ ȝȓƷǼȖǜȂȓǻƷȝǦȂǼȖ Ʒȝ ȝǣǐ �% ǶǐΗǐǶॽ / ΘǦǶǶ ǐǼǌ

ȝǣǐȖǐ ǌǦȖǆȠȖȖǦȂǼȖ ΘǦȝǣ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ǐΝƷǻȏǶǐȖ Ȃǜ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ȝǣǐȂȓǐȝǦǆƷǶ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝȖ ȝǣƷȝ ȓǐǻƷǦǼ

ƷǆȝǦΗǐ ȓǐȖǐƷȓǆǣॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ƷǼ ȂΗǐȓΗǦǐΘ Ȃǜ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ЖǐǶǌ ȖȝƷǼǌȖ ǦǼ ȓǐǶƷȝǦȂǼ ȝȂ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶǦǼǝॽ

ऄ



�Țȡǫǯȕ Țȿȵȼ Ǥǯ ͞ȲȡțǼ࣐ ȅț ȵȡȚǯ ȲǯȵȮǯǥȼȵ࣐ ǯȕȵǯ ȅȼ ͞ȡȿȕǫ Ǥǯ

ȼȂǯ ȼȂȅțǼ ȅȼȵǯȕǻࣗ bȂǯ ȼȲȅǥȓ ȅȵ ȼȡ ȵǯǯ ͞ȂǯȲǯ ȅȼ ȅȵ ȲȅǼȂȼࣗ

,ǐǼȓΞ �ǐǼȝ

1
BƷǆǣǦǼǐ =ǐƷȓǼǦǼǝ ƷǼǌBȂǶǐǆȠǶƷȓ BȂǌǐǶǦǼǝ

ऀ৷ऀ BԀӲӏӅԞӲҷԏ �ԮӹҷӸӢӅԓ

sǣǦǶǐ ǻƷǼΞ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǐΝǦȖȝ ǜȂȓ ȖȝȠǌΞǦǼǝ ǻƷȝǐȓǦƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ ȝǣǐ ǜȂǆȠȖ Ȃǜ ȝǣǐ ΘȂȓǴ

ǦǼ ȝǣǦȖ ȝǣǐȖǦȖ ΘǦǶǶ ȓǐǶΞ ȏȓǦǻƷȓǦǶΞ ȂǼ ȝǣǐ ǆȂǼǆǶȠȖǦȂǼȖ ǌȓƷΘǼ ǜȓȂǻǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ঳B�঴ॽ bǣǐ

ǆǐǼȝȓƷǶ ȏȠȓȏȂȖǐ Ȃǜ B� ǦȖ ȝȂ ȖȂǶΗǐ CǐΘȝȂǼ৚Ȗ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǻȂȝǦȂǼ ǅΞ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦǼǝ ǦǼ ȝǦǻǐॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ

Ǧȝ ǦȖ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȝȂ ȓǦǝȂȓȂȠȖǶΞ ǶǦǼǴ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼ ΘǦȝǣ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǻǐȝǣȂǌȖ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ

अ



ǜȂȓ ȝǣǐǻ ȝȂ ǅǐ Ȃǜ ƷǼΞ ǻǐƷǼǦǼǝǜȠǶ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼǆǐॽ bǣǐ ǶǦǼǴ ǅǐȝΘǐǐǼ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼॶ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖॶ

ƷǼǌ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝ ΘǦǶǶ ȏȓȂΗǐ ȝȂ ǅǐ Ʒ ǆǐǼȝȓƷǶ ȝǣǐǻǐ ǦǼ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ǦǼ ǶƷȝǐȓ

ǆǣƷȏȝǐȓȖॽ

/Ǽ Ʒ ȖǦǻǦǶƷȓ ǻƷǼǼǐȓ ȝǣƷȝ ȏǣΞȖǦǆǦȖȝȖ ǆȂǼǼǐǆȝ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖॶ ȖȂ

ȝȂȂ ǦȖ ȝǣǐ ƷǦǻ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॽ bǣǐ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼ ǦǼ ǅȂȝǣ ǦȖ ȝǣǐ ǦǌǐƷ

Ȃǜ ǐȓǝȂǌǦǆǦȝΞॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖ ȏȓȂȏȂȖǐȖ ȝǣƷȝ ǻƷǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ǻƷȝǐȓǦƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǆƷǼ

ǅǐ ȠǼǌǐȓȖȝȂȂǌ ƷȖ ȝǣǐ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ǻǦǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ƷȝȂǻǦǆ ȖȝƷȝǐȖॽ [ȠȏȏȂȖǐ ȝǣƷȝ Ʒ ȖΞȖȝǐǻ Ȃǜ ț

ƷȝȂǻȖॶ ΘǦȝǣ �ƷȓȝǐȖǦƷǼ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ Ȳț ƷǼǌ ǻȂǻǐǼȝƷ Ȯț ǣƷȖ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǝȂΗǐȓǼǐǌ ǅΞ ȝǣǐ

,ƷǻǦǶȝȂǼǦƷǼ

,(Ȳț, Ȯț) =
ț∑

ȅ

Ȯࣣȅ
ࣣȚȅ

+ e(Ȳț) ঳ऀॽऀ঴

,ǐȓǐॶȚȅ ǦȖ ȝǣǐ ǻƷȖȖ Ȃǜ ǐƷǆǣ ƷȝȂǻ ƷǼǌe ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞॽ � ǝǦΗǐǼ ǻǦǆȓȂȖȝƷȝǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻॶ

ǌǐЖǼǐǌ ǅΞ Ʒ ȖȏǐǆǦЖǆ ȏȂǦǼȝ ǦǼ ȝǣǐ ȏǣƷȖǐ ȖȏƷǆǐ Ȃǜ Ȳț ƷǼǌ Ȯțॶ ǦȖ ȖƷǦǌ ȝȂ ȂǆǆȠȓ ΘǦȝǣ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ǌǐǼȖǦȝΞ

ǐȒȠƷǶ ȝȂ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ΘǐǦǝǣȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȖȝƷȝǐॶ Ǧॽǐॽ

P(Ȳț, Ȯț) =
ǐΝȏ(−ܮ(

∑ț
ȅ

Ȯࣣȅ
ࣣȚȅ

+ e(Ȳț, Ȯț)))
~ ঳ऀॽँ঴

Θǣǐȓǐ ~ ǦȖ ȝǣǐ ǼȂȓǻƷǶǦΣǦǼǝ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ܮ = ࣢/ȓb ƷǼǌ ȓ ǦȖ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǆȂǼȖȝƷǼȝॽ %ǦΗǐǼ Ʒ

ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǦȖ ȏǣƷȖǐ ȖȏƷǆǐॶA(Ȳț, Ȯț)ॶ ȂǼǐ ǆƷǼ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǌǐǼȖǦȝΞ ȝȂ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ǐΝȏǐǆȝǐǌ

ΗƷǶȠǐ

Ā =

∫
ǫȲț ǫȮțA(Ȳț, Ȯț)P(Ȳț, Ȯț) ঳ऀॽं঴

/Ǽ ȏȓƷǆȝǦǆǐॶ ΘǣƷȝ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝȖ ƷǆȝȠƷǶǶΞ ǻǐƷȖȠȓǐ ǦȖ Ʒ ȒȠƷǼȝǦȝΞ ƷΗǐȓƷǝǐǌ ȂΗǐȓ ȝǦǻǐ

Ā݀ = ǶǦǻ
݀→∞

࣢
݀

∫ ݀

࣡
ǫȼA(ȼ) ঳ऀॽः঴

आ



bǣǐ ǐȓǝȂǌǦǆ ǣΞȏȂȝǣǐȖǦȖ ƷȖȖȠǻǐȖ ȝǣƷȝ ƷǶǶ ƷΗƷǦǶƷǅǶǐ ǻǦǆȓȂȖȝƷȝǐȖ Ȃǜ Ʒ ȖΞȖȝǐǻ ΘǦǶǶ ǅǐ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ȂΗǐȓ Ʒ

ȖȠАǆǦǐǼȝǶΞ ǶȂǼǝ ȏǐȓǦȂǌ Ȃǜ ȝǦǻǐॶ ƷǼǌ ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ Ʒ ȝǦǻǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ƷǼǌ ƷǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ Ʒȓǐ ǐȒȠǦΗƷǶǐǼȝॽ

BƷȝǣǐǻƷȝǦǆƷǶǶΞॶ ȝǣǦȖ ǐǼƷǅǶǐȖ ȝǣǐ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼ Ȃǜ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖॶ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝȖ ƷǼǌ

B� ǅΞ ƷȖȖȠǻǦǼǝ ȝǣǐ ǐȒȠƷǶǦȝΞ

Ā = Ā݀ ঳ऀॽऄ঴

sǐ ǼȂȝǐ ȝǣǐ ǐȓǝȂǌǦǆ ǣΞȏȂȝǣǐȖǦȖ ǦȖ ǼȂȝ ǦǼ ǝǐǼǐȓƷǶ ȝȓȠǐॽ CȂǼǐȝǣǐǶǐȖȖॶ B�ΘȂȓǴ ȏȓǐȖȠǻǐȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ

ǐȓǝȂǌǦǆ ǣΞȏȂȝǣǐȖǦȖ ǦȖ ȝȓȠǐ ǦǼ ȏȓƷǆȝǦǆǐॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ΘƷΞॶ ȓƷȝǣǐȓ ȝǣƷǼ ƷȖ ƷǼ ǦǼΗǐȖȝǦǝƷȝȂȓ Ȃǜ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ǌΞǼƷǻǦǆȖॶ

B� ǆƷǼ ǅǐ ȖǐǐǼ ǦǼ Ʒ ǻȂȓǐ ƷǅȖȝȓƷǆȝ ȖǐǼȖǐ ƷȖ Ʒ ȖƷǻȏǶǐȓ Ȃǜ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ bǣǦȖ ΘǦǶǶ ǅǐ Ʒ

ǆȓȠǆǦƷǶ ȏȂǦǼȝ ǦǼ �%ǻȂǌǐǶǦǼǝॽ

ऀ৷ँ /ӹԚӏԏҷԚԀӸӢӅ UԀԚӏӹԚӢҷӲԓ

/ȝ ǦȖ ǐΗǦǌǐǼȝ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ B� ȝǣƷȝ Ʒ ǆǐǼȝȓƷǶ ȒȠƷǼȝǦȝΞ ǦȖ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ

ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌ ȝǣǐ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖॶ Ǧȝ ǦȖ ǐȖȖǐǼȝǦƷǶ ȝȂ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌ ǣȂΘ ȝǣǐ ǆȂǼȖȝǦȝȠǐǼȝ ȏƷȓȝǦǆǶǐȖ ǦǼৄ

ȝǐȓƷǆȝॽ [ǣȂȠǶǌ Θǐ ǣƷΗǐ Ʒ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐॶeॶ ȝǣƷȝ ǦȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ �ƷȓȝǐȖǦƷǼ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ

Ȃǜ ț ǼȠǆǶǐǦॶ!Ȳțॶ CǐΘȝȂǼ৚Ȗ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǻȂȝǦȂǼ ȝǐǶǶ ȠȖ ǣȂΘ ȖȠǆǣ Ʒ ȖΞȖȝǐǻ ǐΗȂǶΗǐȖ ǦǼ ȝǦǻǐॵ

Țȅǖȅ = −∂e(Ȳț)
∂Ȳȅ

঳ऀॽअ঴

�ǶǐƷȓǶΞॶ ȂȠȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ Ȃǜ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ȖΞȖȝǐǻȖ ǣǦǼǝǐȖ ȂǼ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆৄ

ȝǦȂǼॽ

�ȝ ȝǣǐ ǻȂȖȝ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ǶǐΗǐǶॶ ȝǣǐ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ƷǼǌ ǼȠǆǶǐǦ Ʒȓǐ ȒȠƷǼȝȠǻǻǐৄ

ǆǣƷǼǦǆƷǶ ǦǼ ǼƷȝȠȓǐॽ �Ȗ ȖȠǆǣॶ Ǧȝ ǦȖ ǼȂȓǻƷǶ ȝȂ ЖȓȖȝ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻ ǅΞ ȖȂǶΗǦǼǝ ȝǣǐ [ǆǣȓȂǌǦǼǝǐȓ

ǐȒȠƷȝǦȂǼ ǜȂȓ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼǦǆ ,ƷǻǦǶȝȂǼǦƷǼॽ /ǜ ț ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ǣƷΗǐ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ Ȳț ƷǼǌC ǼȠǆǶǐǦ ǣƷΗǐ ǆȂȂȓৄ

इ



ǌǦǼƷȝǐȖXCॶ ȝǣǐǼ ȝǣǐ ,ƷǻǦǶȝȂǼǦƷǼ ƷǆȝǦǼǝ ȂǼ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ȂǼǶΞ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ

, = −
ț∑

ȅ

!ࣣ
ࣣȚȅ

∇ࣣ
ȅ −

ț∑

ȅ

C∑

Ȑ

ǯࣣ~Ȑ

|Ȳȅ − XȐ|
+
∑

ȅ$=Ȑ

ǯࣣ
|Ȳȅ − ȲȐ|

঳ऀॽआ঴

Θǣǐȓǐ ~Ȑ ǦȖ ȝǣǐ ǼȠǆǶǐƷȓ ǆǣƷȓǝǐॽ ,ǦǌǌǐǼ ǦǼ ȝǣǦȖ ǜȂȓǻƷǶǦȖǻ ǦȖ ȝǣǐ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼ ȝǣƷȝ ǼȠǆǶǐǦ ǻȂΗǐ ǜƷȓ

ȖǶȂΘǐȓ ȝǣƷǼ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ȝǣǐǻȖǐǶΗǐȖॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ΘƷΗǐǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ƷǼǌ ǼȠǆǶǐǦ ǆƷǼ ǅǐ

ǜƷǆȝȂȓǐǌ ƷȖ ݄(Ȳț,XC) = ݄ǯ(Ȳ
ț;XC)݄C(X

C)ॽ /Ǽ Ȃȝǣǐȓ ΘȂȓǌȖॶ ȝǣǐ ǼȠǆǶǐƷȓ ȏȂȖǦȝǦȂǼȖ ƷȏȏǐƷȓ ȏƷȓƷৄ

ǻǐȝȓǦǆƷǶǶΞ ǦǼ ȝǣǐ ǻȂȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ ǼȠǆǶǐƷȓ ΘƷΗǐǜȠǼǆȝǦȂǼ ǐΗȂǶΗǐȖ ǦǼ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȝȂ ȝǣǐ

ȓǐǶƷΝǐǌ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖॽ $ȓȂǻ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼॶ ǴǼȂΘǼ ƷȖ ȝǣǐ �ȂȓǼৄHȏȏǐǼǣǐǦǻǐȓ

ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼॶ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ǆƷǼ ǅǐ ƷȖȖȠǻǐǌ ȝȂ ȓǐƷǆǣ ȝǣǐǦȓ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖǶΞॶ ƷǼǌ ȝǣǐǦȓ

ǐΝȏǶǦǆǦȝ ȝȓǐƷȝǻǐǼȝ ǆƷǼ ǅǐ ȓǐǻȂΗǐǌ ǅΞ ƷǶǶȂΘǦǼǝ ȝǣǐ ǼȠǆǶǐǦ ȝȂ ǻȂΗǐ ȂǼ ȝǣǐ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ

Ȃǜ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓǦΣǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǼȠǆǶǐƷȓ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖॶe(XC)ॽ

bǣǐ ǝȂƷǶ ǦǼ ȝǣǐȖǐ ǻǐȝǣȂǌȖ ǦȖ ȝȂ ȠȖǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǆȂȠȏǶǐǌ ǆǶȠȖȝǐȓ ȝǣǐȂȓΞ Ȃȓ

�$b ȝȂ ȖȂǶΗǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼǦǆ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐॶ ݄࣡(Ȳ
ț;XC)ॽ $ȓȂǻ ȝǣǦȖ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐॶ ȝǣǐ [ǆǣȓȂǌǦǼǝǐȓ

ǐȒȠƷȝǦȂǼ ȏȓȂΗǦǌǐȖ ȝǣǐ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ ǐǼǐȓǝΞ

e(XC) = 〈݄࣡(Ȳ
ț;XC)|,|݄࣡(Ȳ

ț;XC)〉 ঳ऀॽइ঴

/ȝ৚Ȗ ǼȂ ȖȠȓȏȓǦȖǐ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ǐΝȝȓǐǻǐǶΞ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶǶΞ ǌǐǻƷǼǌǦǼǝॽ �ΗǐǼ ȝǣǐ ǻȂȓǐ ǐǜৄ

ЖǆǦǐǼȝ Ȃǜ ȒȠƷǼȝȠǻǻǐȝǣȂǌȖॶ �$bॶ ȖǆƷǶǐ ȓȂȠǝǣǶΞ ƷȖ ȝǣǐ ǆȠǅǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖ ǦǼ ȝǣǐ ȖΞȖৄ

ȝǐǻॶ ǐЍǐǆȝǦΗǐǶΞ ǶǦǻǦȝǦǼǝ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖ ȝȂ ǣȠǼǌȓǐǌȖ Ȃǜ ƷȝȂǻȖॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼ ȝȂ ȏȂȂȓ ȖǆƷǶǦǼǝॶ ȝǣǐ ǶȂǼǝ

ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ȝǦǻǐȖ ǦǼ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖ ǻǐƷǼ ȝǣƷȝ B� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ƷȝȂǻǦǆ ǻȂȝǦȂǼॶ

ǅƷȖǐǌ ȂǼ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖॶ Ʒȓǐ ȂǜȝǐǼ ǶǦǻǦȝǐǌ ȝȂ ȏǦǆȂȖǐǆȂǼǌ ȝȂ ǼƷǼȂȖǐǆȂǼǌ ȝǦǻǐȖǆƷǶǐȖॽ

UȓǦȂȓ ȝȂ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॶ ȝǣǐ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ǦǻȏȓȂΗǦǼǝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ǐАǆǦǐǼǆΞ

ΘƷȖ ȝȂ ǦǼȖȝǐƷǌ ȓǐǶΞ ȂǼ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼ ƷǼǌ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ǦǼȝȠǦȝǦȂǼॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȂǼǐ ǻƷΞ ǦǻƷǝৄ

ई



ǦǼǐ ȝǣƷȝ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ǦǼΗȂǶΗǐ ǣƷȓǻȂǼǦǆ ǅȂǼǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॶ ǣƷȓǻȂǼǦǆ ǅȂǼǌ ƷǼǝǶǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॶ ǌǦǣǐǌȓƷǶ

ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǌǐȖǆȓǦǅǦǼǝ ǅȂǼǌ ȓȂȝƷȝǦȂǼȖॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ǦǼȝǐȓǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǐЍǐǆȝȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ΗƷǼ ǌǐȓ sƷƷǶȖ ƷǼǌ

ǐǶǐǆȝȓȂȖȝƷȝǦǆ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖॽ � ǆȂǻǻȂǼǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǻƷΞ ȝƷǴǐ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

e(XC) =
∑

ǅȂǼǌȖ
ȓǤ(XǤ − X࣡

Ǥ)
ࣣ +

∑

ƷǼǝǶǐȖ
ȓǖȅ (ܴǖ − ܴ࣡ǖ)ࣣ

+
∑

ǌǦǣǐǌȓƷǶȖ

∑ࣥ

ț=࣢

qǫ
ț
ࣣ
(࣢+ (−࣢)ț+࣢ ǆȂȖ(ț݂ − ݂࣡

ț))

+
∑

ȅ>Ȑ

( �ȅȐ

X࣢ࣣ
ȅȐ

−
�ȅȐ
Xࣧ
ȅȐ
+

~ȅ~Ȑǯࣣ

ܼܱࣥ࣡XȅȐ

)
঳ऀॽई঴

/Ǽ ȝǣǦȖ ǐȒȠƷȝǦȂǼॶ Θǐ ȏȓȂΗǦǌǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ǅȂǼǌ ȖȝȓǐǼǝȝǣȖॶ ǶǐǼǝȝǣȖॶ ƷǼǝǶǐȖॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ǌǦǣǐৄ

ǌȓƷǶॶ Ȃȓ ȝȂȓȖǦȂǼƷǶॶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ǅȂǼǌ ȓȂȝƷȝǦȂǼȖॽ �ǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞॶ Θǐ ȏȓȂΗǦǌǐ ȝǣǐ ǼȠǆǶǐƷȓ ǆǣƷȓǝǐȖ ǜȂȓ

ȝǣǐ �ȂȠǶȂǻǅ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȖȂৄǆƷǶǶǐǌ =ǐǼǼƷȓǌ :ȂǼǐȖ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼॶ ΘǣǦǆǣ

ǆƷȏȝȠȓǐȖ ǶȂǼǝ ȓƷǼǝǐ ǌǦȏȂǶǐ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼ ǐЍǐǆȝȖ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȖǣȂȓȝৄȓƷǼǝǐǌ ȓǐȏȠǶȖǦΗǐ ǐЍǐǆȝȖॽ �ǶǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ

ǆƷǼ ǅǐ ȝȠǼǐǌ ȖȂ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻȖ Ȃǜ ǦǼȝǐȓǐȖȝ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǣΞǌȓƷȝǦȂǼ

ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖॶ ǌǐǼȖǦȝǦǐȖॶ ƷǼǌ ǦǼȝȓƷǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ȝǣȓȂȠǝǣ ȝǣǐ B�ǻǐȝǣȂǌȖ ȏȓǐȖǐǼȝǐǌ ȏȓǐΗǦৄ

ȂȠȖǶΞॽ bǣǦȖ ǣƷȖ ȖǐǐǼ ǝȓǐƷȝ ȖȠǆǆǐȖȖ ǦǼ ǻƷǼΞ ƷΗƷǦǶƷǅǶǐ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ

ऀ৷ं BҷӅӟӢӹӏ =ӏҷԏӹӢӹӚ әԀԏ �ԚԀӸӢԓԚӢӅBԀӋӏӲԓ

�ǐȖȏǦȝǐ ȝǣǐ ȖȠǆǆǐȖȖ Ȃǜ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ǌǐΗǐǶȂȏǦǼǝ ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॶ ȒȠƷǶǦȝƷȝǦΗǐ Ʒǝȓǐǐৄ

ǻǐǼȝ ΘǦȝǣ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝ ǦȖ ȂǜȝǐǼ ȝǣǐ ǅǐȖȝ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ǣȂȏǐǌ ǜȂȓॽ �ǶǐƷȓǶΞ Ǧȝ ǦȖ ǌǐȖǦȓƷǅǶǐ ȝȂ ǻƷǴǐ ǻȂȓǐ

ƷǆǆȠȓƷȝǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ ΘǦȝǣ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼॽ /Ǽ ǝǐǼǐȓƷǶॶ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ Ȃǜ ȝǣǐ ǖǤठȅțȅȼȅȡ ǅƷȖǐǌ ȏȂৄ

ȝǐǼȝǦƷǶ ȏȓǐȖǐǼȝǐǌ ƷǅȂΗǐ ǦȖ ȠǼǴǼȂΘǼ ƷǼǌ ǣǦǝǣǶΞ ǆȂǻȏǶǐΝॽ /ǼȖȏǦȓǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ȖȠǆǆǐȖȖ Ȃǜ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ

ǦǼ Ȃȝǣǐȓ ȏȓȂǅǶǐǻ ǌȂǻƷǦǼȖॶ ȝǣǐ ǐƷȓǶΞ ँࣿࣿࣿ৚Ȗ ǅǐǝƷǼ ȝȂ Ȗǐǐ ǆȓȠǆǦƷǶ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝȖ ǦǼ ȝǣǐ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ Ȃǜ

B= ȝȂ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ȖǆǦǐǼǆǐॽ ,ǐȓǐॶ ȝǣǐ ǝȂƷǶ ǦȖ ȝȂ ǻȂǌǐǶ ȝǣǐ �H ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ Ȃǜ ǼȠǆǶǐǦ ƷǼǌ ǦȝȖ

ऀࣿ



ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ȖȏƷȝǦƷǶ ǝȓƷǌǦǐǼȝȖ ǜȂȓ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝ ȠȖǐ ǦǼ B� ȖȝȠǌǦǐȖॽ

bǣǐ ǐƷȓǶΞ ΘȂȓǴ Ȃǜ �ǐǣǶǐȓ ƷǼǌ UƷȓƷǼǦǶǶȂ Ȗǐȝ ȝǣǐ ȖȝƷǝǐ ǜȂȓ ȝǣǐȖǐ ƷǌΗƷǼǆǐȖँࣿॽ $ȓȂǻ ȝǣǦȖ ǶƷȠǼǆǣ ȏȂǦǼȝॶ

ȓƷȏǦǌ ǦǼǼȂΗƷȝǦȂǼ ǣƷȖ ǜȂǶǶȂΘǐǌॽ BȂȖȝ ȓǐǆǐǼȝǶΞॶ ȖȝƷȝǐ Ȃǜ ȝǣǐ Ʒȓȝ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ঳%U঴ ǻǐȝǣȂǌȖऀࣿॶऀॶँ

ƷǼǌ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ ঳CC঴ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖईॶइॶऀऀ ǣƷΗǐ ǐǼƷǅǶǐǌ ȝȓǐǻǐǼǌȂȠȖ ȖȝȠǌǦǐȖ Ʒȝ ǻƷȖȖǦΗǐ ǶǐǼǝȝǣ ȖǆƷǶǐȖ

ΘǦȝǣ ǣǦǝǣ ƷǆǆȠȓƷǆΞँंॶऀँॽ bǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ǐǼƷǅǶǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ,ǐǶǶǻƷǼৄ$ǐΞǼƷǻǼ ȝǣǐȂৄ

ȓǐǻॶ ǝǦΗǦǼǝ ƷǆǆǐȖȖ ȝȂ ǼȠǆǶǐƷȓ ǜȂȓǆǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǝȓȂȠǼǌ ȖȝƷȝǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼॽ bǣǐȖǐ ǜȂȓǆǐȖॶ!$țॶ ƷǼǌ

ǐǼǐȓǝǦǐȖॶ �ॶ Ʒȓǐ ȂǜȝǐǼ ǆȂǻȏǦǶǐǌ ǦǼȝȂ Ʒ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ȃǜ ƷǼ CC ǆƷǼ ǅǐ ǻǦǼৄ

ǦǻǦΣǐǌ ȝȂ ȏȓȂǌȠǆǐ Ʒ ȖȠАǆǦǐǼȝ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ǝǦΗǐǼ Ʒ Ȗǐȝ

Ȃǜ țȼ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ǌƷȝƷॶ ǜȂȓ ƷǼB=ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐॶ �̃ॶ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ

ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖॶ!Ȳțॶ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ

=(Ȳț, ܴ) =
țȼ∑

ȼ

(
�ܭ
∣∣∣�țȼ − �̃țȼ

∣∣∣
ࣣ
+ $ܭ

ț∑

ȅ

∣∣∣$ȅ,ȼ +
∂�̃
∂Ȳȅ,ȼ

∣∣∣
ࣣ
)

঳ऀॽऀࣿ঴

ǆƷǼ ǅǐ ǻǦǼǦǻǦΣǐǌ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ǻȂǌǐǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ܴॽ ,ǐȓǐॶ ȝǣǐ ȖȠǻ ȂΗǐȓ ȼ ƷǼǌ ȅ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝ ȖȠǻȖ

ȂΗǐȓ ȖΞȖȝǐǻ ǜȓƷǻǐȖ ǦǼ Ʒ �$b ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼ ƷǼǌ ƷǶǶ ƷȝȂǻȖ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣƷȝ ǜȓƷǻǐॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॽ bǣǐ ƷǶȏǣƷ ǆȂৄ

ǐАǆǦǐǼȝȖ Ʒȓǐ ǣΞȏǐȓ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ȝȠǼǐǌॽ bǣǐ ǝǶȂǅƷǶ ǻǦǼǦǻȠǻ ǦȖ ȝǣƷȝ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ ȝǣǐ

ǐǼǐȓǝΞ ƷǼǌ ǜȂȓǆǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ Ʒȓǐ ΘǐǶǶ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐǌॽ �ƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǦȖ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ǦǌǐƷॶ ǌǦЍǐȓǐǼȝ

CC ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐȖ ǝǦΗǐ ȓǦȖǐ ȝȂ ǅȂȝǣ ǼǐΘ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ƷǼǌ ǼǐΘ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ƷǆȝǦΗǐ ƷȓǐƷȖ Ȃǜ ȂǼ ǝȂǦǼǝ

ȓǐȖǐƷȓǆǣॽ

�ǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐǶΞॶ ǦǼ Ʒ %U ǜȓƷǻǐΘȂȓǴॶ ȝǣǐ ȂȠȝȏȠȝ Ȃǜ Ʒ ǻȂǌǐǶ ǦȖ ȓǐǶƷȝǐǌ ȝȂ ǜȂȓǆǐ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ ΗǦƷ

Ʒ ΘǐǦǝǣȝǦǼǝ Ȗǆǣǐǻǐ ȝǣƷȝ ǌǐȏǐǼǌȖ ȂǼ Ʒ ǴǐȓǼǐǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼॽ bǣǦȖ ǴǐȓǼǐǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǌǐȖǆȓǦǅǐȖ ȝǣǐ ȖǦǻǦǶƷȓৄ

ǦȝΞ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝΘȂ ǦǼȏȠȝȖॶ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼ ǅǐǦǼǝ ȝǣƷȝ ȝǐȖȝ ǦǼȏȠȝȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ǆǶȂȖǐ ȝȂ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǦǼȏȠȝȖ

ȖǣȂȠǶǌ ǣƷΗǐ ȂȠȝȏȠȝȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ΘǐǦǝǣȝǐǌ ǻȂȓǐ ǣǐƷΗǦǶΞ ȝȂ ȝǣȂȖǐ Ȃǜ ȝǣƷȝ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȂȠȝȏȠȝॽ bǣǐ ǻƷȝǣǐৄ

ǻƷȝǦǆȖ Ȃǜ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ΘǦǶǶ ǅǐ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ǻȂȓǐ ȝǣȂȓȂȠǝǣǶΞ ǦǼ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝ ǆǣƷȏȝǐȓȖॽ

�ǐȖȏǦȝǐ ȝǣǐ ȝȓǐǻǐǼǌȂȠȖ ȖȠǆǆǐȖȖ Ȃǜ B=$$৚Ȗ ǦǼ ǻƷȝǐȓǦƷǶ ǻȂǌǐǶǦǼǝॶ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȏǣΞȖǦǆƷǶ ǌȂǻƷǦǼȖ ȓǐৄ

ऀऀ



ǻƷǦǼ ȓǐǶƷȝǦΗǐǶΞ ǦǼƷǆǆǐȖȖǦǅǶǐॽ �ȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ǣƷΗǐ Ʒ ǶȂǼǝ ǣǦȖȝȂȓΞ ǦǼ ƷǌǌȓǐȖȖǦǼǝ ȝǣǐȖǐ ȖǣȂȓȝ

ǆȂǻǦǼǝȖ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǦǼǝ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॶ ǅȠȝ ȂǼǶΞ ȓǐǆǐǼȝǶΞ ǣƷȖ B= ǅǐǐǼ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐǌ

ǦǼȝȂ ȝǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ȝƷȓǝǐȝ ȝǣǐ ȠǶȝǦǻƷȝǐ ǝȂƷǶ ৄ Ʒ ǶȂΘ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ǻȂǌǐǶ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ �$bॽ

/Ǽ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ǆǣƷȏȝǐȓॶ / ΘǦǶǶ ȏȓȂΗǦǌǐ ƷǼ ȂΗǐȓΗǦǐΘ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ

ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॶ ƷǼǌ ǌǐȖǆȓǦǅǐ ȝǣǐ ΘƷΞȖ ǦǼ ΘǣǦǆǣ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐȖ ǼǐǆǐȖȖǦȝƷȝǐ Ʒ ǼǐΘB=

ȏǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐॽ

ऀँ



=ȿǫ͞ȅǼ �ȡȕȼͩȚǖțț࣐ ͞Ȃȡ ȵȮǯțȼ ȚȿǥȂ ȡǻ Ȃȅȵ ȕȅǻǯ ȵȼȿǫͤȅțǼ

ȵȼǖȼȅȵȼȅǥǖȕ ȚǯǥȂǖțȅǥȵ࣐ ǫȅǯǫ ȅț ࣐࡟࡙ࡢ࡚ Ǥͤ Ȃȅȵ ȡ͞ț Ȃǖțǫࣗ

Uǖȿȕ �ȂȲǯțǻǯȵȼ࣐ ǥǖȲȲͤȅțǼ ȡț ȼȂǯ ͞ȡȲȓ࣐ ǫȅǯǫ ȵȅȚȅȕǖȲȕͤ ȅț

ࣗ࡜࡜ࡢ࡚ Cȡ͞ ȅȼ ȅȵ ȡȿȲ ȼȿȲț ȼȡ ȵȼȿǫͤ ȵȼǖȼȅȵȼȅǥǖȕ ȚǯǥȂǖțȅǥȵࣗ

�ƷΗǦǌ %ȂȂǌȖȝǐǦǼ

2
bǣǐ ,ǦȖȝȂȓΞ ƷǼǌ bǣǐȂȓΞ Ȃǜ �ȂƷȓȖǐ

%ȓƷǦǼǦǼǝ

bӟӏ ӅԀӹԚӏӹԚԓ Ԁә ԚӟӢԓ ӅӟҷԌԚӏԏ ӅӲԀԓӏӲԮ әԀӲӲԀԫ ԚӟӏԫԀԏӯ৭

�৷ X৷ �ԞԓӅӟҷԚӯԀ ҂Ӎ Ѫҥ৮ ҬҿҠ �ҳҫҿӑӍ॓ BѪӍ҂ӂ॓ ऀࣿ ৵ऀ৶৮ ई ৵ँࣿँः৶৷

ऀं



�ӢԏӏӅԚ ԎԞԀԚӏԓ әԏԀӸ Ԛӟӏ ԚӏԭԚ ҷԏӏ ԞԓӏӋԫӟӏԏӏ ҷԌԌԏԀԌԏӢҷԚӏ৮ ҷӹӋ ҷӋӋӢԚӢԀӹҷӲ ӋӏԚҷӢӲ Ӣԓ

ҷӋӋӏӋ әԀԏ ӅԀӸԌӲӏԚӏӹӏԓԓ৷

ँ৷ऀ =ӢӸӢԚҷԚӢԀӹԓ Ԁә �ԚԀӸӢԓԚӢӅBԀӋӏӲԓ

bǣǐȓǐ Ʒȓǐ ȖȠǅȖȝƷǼȝǦƷǶ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ ȂǼ ȝǣǐ ƷȏȏǶǦǆƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ B� ȝȂ ȖǦȝȠƷȝǦȂǼȖ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ʒȝ ǶȂǼǝ

ǶǐǼǝȝǣ ƷǼǌ ȝǦǻǐ ȖǆƷǶǐȖ ǦȖ ȓǐǶǐΗƷǼȝॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǻƷǼΞ ǅǦȂǶȂǝǦǆƷǶ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ǐΗǐǼ ȝǣǐ ǜƷȖȝǐȖȝ Ȃǜ

ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॶ ȝǣȂȖǐ Ȃǜ =ǐǼǼƷȓǌৄ:ȂǼǐȖ ঳=:঴ ЙȠǦǌȖॶ ǣƷΗǐ ȖǐΗǐȓǐ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ȝǣǐȖǐ

ȓǐǝǦǻǐȖॽ HǼ �Ue ǣƷȓǌΘƷȓǐॶ Θǐ ǆƷǼ ǝǐȝ ƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǐ ȖǐǼȖǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǐΝǦȖȝǦǼǝ ǅȂȠǼǌȖ ȂǼ ȝǣǐȖǐ ǻǐȝǣৄ

ȂǌȖॽ /Ǽ $Ǧǝॽ ँॽऀॶ ȠȖǦǼǝ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ �Ue ΘǦȝǣ ΘǦȝǣ Ʒ ऀࣿ � ǆȠȝȂЍ ƷǼǌ ऀ ȓǼ/Țࣤ ǌǐǼȖǦȝΞॶ ƷǼǌ ƷȖȖȠǻǦǼǝ

ǐƷǆǣ ȏƷȓȝǦǆǶǐ ǦȖ ȝǣǐ ǻƷȖȖ Ȃǜ ǆƷȓǅȂǼॶ Θǐ ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǐ ǐΝȏǐǆȝǐǌ ΘƷǶǶৄȝǦǻǐ ǜȂȓ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ȖΞȖȝǐǻ ȖǦΣǐȖ

ƷǆȓȂȖȖ Ʒ ȓƷǼǝǐ Ȃǜ ǌǐȖǦȓǐǌ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ȝǦǻǐȖॽ CȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐȖǐ ȝǦǻǐȖ Ʒȓǐ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼȖॶ ǦǼ ȝǣƷȝ ǌǦЍǐȓৄ

ǐǼȝ ȏȓȂǆǐȖȖȂȓȖ ƷǼǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȏȓȂǆǐȖȖȂȓ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ΘǦǶǶ ǝǦΗǐ ΗƷȓǦƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ

ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ %Ue ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ ǆƷǼ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǐ ȝǣǐȖǐ ΗƷǶȠǐȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǐΗǐǼ ǦǼ ȝǣǐȖǐ ǆƷȖǐȖॶ

Ǧȝ ǦȖ ǆǶǐƷȓ ȝǣƷȝ ǅǦȂǶȂǝǦǆƷǶ ȖǆƷǶǐȖ ȓǐǻƷǦǼ ȂȠȝ Ȃǜ ȓǐƷǆǣॽ

bǣǐ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ȓǐƷȖȂǼȖ ǜȂȓ ȝǣǐȖǐ ǌǐЖǆǦǐǼǆǦǐȖ Ʒȓǐ ȝΘȂ ǜȂǶǌॽ $ƷȖȝ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ǦǼ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ

ȏȓȂǣǦǅǦȝ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ ǶƷȓǝǐȓ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ ȝǦǻǐ ȖȝǐȏȖ ΘǣǦǶǐ ǆȓǐƷȝǦǼǝ Ʒ ǻȂȓǐ ȓȠǝǝǐǌ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǼǌȖǆƷȏǐ ȝǣƷȝ

ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ȖǶȂΘȖ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆǣƷǼǝǐȖँःॶंःॽ �ΝȏǶȂȓǦǼǝ Ʒ ȓȂȠǝǣ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǼǌȖǆƷȏǐ ΘǦȝǣ ȖǻƷǶǶ

ȝǦǻǐ ȖȝǐȏȖ ǅǐǆȂǻǐȖ ȠǼǜƷΗȂȓƷǅǶǐ ΘǣǐǼ ǆȂƷȓȖǐȓ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ǦȖ Ȃǜ ǦǼȝǐȓǐȖȝॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ ǜȂȓǆǐȖ

ƷǼǌ ȠȏǌƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȖȝƷȝǐ Ȃǜ ǐΗǐȓΞ ǌǐǝȓǐǐ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ঳�H$঴ Ʒȝ ǐƷǆǣ ȝǦǻǐ Ȗȝǐȏ ǦǼ ƷǼ ƷǶǶৄ

ƷȝȂǻ ঳��঴ ȖΞȖȝǐǻ ǆƷǼ ǅǐ Ʒ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǅȠȓǌǐǼॽ $Ȃȓ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ȏȓȂǅǶǐǻȖॶ ǜƷȖȝ ǻȂȝǦȂǼȖ ȖȠǆǣ ƷȖ

ȝǣȂȖǐ Ȃǜ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ΗǦǅȓƷȝǦȂǼȖ ǌȂ ǼȂȝ ȏǶƷΞ Ʒ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ȓȂǶǐ ǦǼ ǶȂǼǝ ǶǐǼǝȝǣৄ ƷǼǌ ȝǦǻǐৄȖǆƷǶǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ

ǻƷǴǦǼǝ Ǧȝ ȠǼǼǐǆǐȖȖƷȓΞ ȝȂ ȝȓƷǆǴ ǐƷǆǣ �H$ॽ

/Ǽ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǅǦȂǶȂǝǦǆƷǶ ȖΞȖȝǐǻȖॶ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ȏȓȂȝǐǦǼ ǜȂǶǌǦǼǝ ȏƷȝǣΘƷΞȖ ƷǼǌ ȝǣǐ ǅȠǶǴ ȏȓȂȏৄ

ऀः



Figure 2.1: Wall Time of Lennard Jones Fluids. The simulation of Lennard‐Jones liquids on single CPU’s for different
amounts of time and number of atoms is shown. Values are computed by running short simulations of the LJ system
with different numbers of atoms and extrapolating the performance to long time scales.

ऀऄ



ǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ǶǦȏǦǌ ǅǦǶƷΞǐȓ ǻǐǻǅȓƷǼǐȖ ȂǜȝǐǼ ȓǐȒȠǦȓǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȏǣΞȖǦǆƷǶ ȝǦǻǐȖǆƷǶǐȖ ȂǼ ȝǣǐ Ȃȓǌǐȓ Ȃǜ

ǻǦǆȓȂȖǐǆȂǼǌȖ Ȃȓ ǶȂǼǝǐȓॶ ΘǣǦǶǐ ƷǶȖȂ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ȝǐǼȖ Ȃȓ ǣȠǼǌȓǐǌȖ Ȃǜ ȝǣȂȠȖƷǼǌȖ Ȃǜ ƷȝȂǻȖआॶंइॽ

/Ǽ ȝǣǐ ǻȂȖȝ ǆȠȝȝǦǼǝৄǐǌǝǐ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ B�ॶ ȂǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ Ǧȝ ǦȖ ǼȂȝ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ǜǐƷȖǦǅǶǐ ȝȂ ǐΝǆǐǐǌ

ȝǣǐȖǐ ȝΘȂ ǶǦǻǦȝȖ ȖǦǻȠǶȝƷǼǐȂȠȖǶΞॽ [ǦǻǦǶƷȓǶΞॶ Ʒȝ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǆƷǶǐ ȏȓȂȝǐǦǼৄȏȓȂȝǐǦǼ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖॶ Ȃȓ ǻȂȓǐ

ǝǐǼǐȓƷǶǶΞ ȏȂǶΞǻǐȓৄȏȂǶΞǻǐȓ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖॶ ǻƷΞ ǼȂȝ ǌǐȏǐǼǌ ȂǼ ƷǶǶ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ �ǆǆȂȠǼȝǦǼǝ

ǜȂȓ ȝǣǐ ǐЍǐǆȝȖ Ȃǜ ȖȂǶΗǐǼȝȖ ƷǌǌȖ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǆȂǻȏǶǐΝǦȝΞॽ /Ǽ ȖȠǆǣ ȖǆǐǼƷȓǦȂȖ ƷȖ ǌǐȖǆȓǦǅǐǌ

ƷǅȂΗǐॶ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ঳�%঴ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ Ʒȓǐ ȂǜȝǐǼ ȠȖǐǌ ȝȂ ȏȓȂǅǐ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ Ʒȝ ǶȂǼǝǐȓ ȝǦǻǐ

ȖǆƷǶǐȖ ƷǼǌ ǶȂΘǐȓ ȖȏƷȝǦƷǶ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼंईॶःࣿॶःऀॶःँॶंःॶःंॶँईॶँःॶँइॶँऄॶँअॶँआॶंऀॶंࣿॶःःॶँईॶंऄॶःऄॶःअॶःआॶःइॶःईॶऄࣿॽ

Hǜ ǆǐǼȝȓƷǶ ǦǻȏȂȓȝƷǼǆǐ ȝȂ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆȖ Ȃǜ ȖΞȖȝǐǻȖ ΘǦȝǣ �% ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǦȖ ǦǌǐǼৄ

ȝǦǜΞǦǼǝ ȝǣǐ ȓǐǌȠǆǐǌ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॶ Ȃȓ �% ǅǐƷǌȖॶ ƷǼǌ ǌǐȝǐȓǻǦǼǦǼǝ ȝǣǐ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǅǐȝΘǐǐǼ

ȝǣǐǻॽ bȂ ȝǣǦȖ ǐǼǌॶ ȝΘȂ ȏȓǦǻƷȓΞ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ Ʒȓǐ ȝƷǴǐǼॽ bȂȏৄǌȂΘǼǻǐȝǣȂǌȖ Ʒȓǐ ȏƷȓƷǻǐȝȓǦǆ ǻȂǌৄ

ǐǶȖ ȝȠǼǐǌ ȝȂ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖॶ ΘǣǦǶǐ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ǻǐȝǣȂǌȖ Ʒȓǐ ǅȠǦǶȝ ȠȏȂǼ ƷǼ

ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻॽ bȂȏৄǌȂΘǼ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ Ʒȓǐ ΘǐǶǶ ǐȖȝƷǅৄ

ǶǦȖǣǐǌ ΘǦȝǣ ΘǦǌǐȖȏȓǐƷǌ ȠȖǐ ƷǆȓȂȖȖ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖंऀॶँःॶँइॶँअॶँआॶँऄॶँईॶंࣿॶंऄॶःऄॶंःॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ ǌǐΗǐǶৄ

ȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷȖ ȖǐǐǼ ȖȠǅȖȝƷǼȝǦƷǶ ƷǆȝǦΗǦȝΞ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ȏƷȖȝ ǌǐǆƷǌǐ

Ȃȓ ȖȂंँॶऄऀॶऄँॶऄंॶंंॶऄःॶःआॶऄऄॶऄअॶऄआॶऄइॶऄईॶअࣿॶँऀॶअऀॽ �ǶȝǣȂȠǝǣ ȝȂȏৄǌȂΘǼǻǐȝǣȂǌȖ Ʒȓǐ ƷȏȏǐƷǶǦǼǝ ǜȂȓ ǻƷǼΞ ȓǐƷৄ

ȖȂǼȖ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ ƷǼǌ Ȗȏǐǐǌॶ ȝǣǐΞ ǜƷǦǶ ǦǼ ǻƷǼΞ ȓǐǝƷȓǌȖ ȝȂ ǅǐ ǻȂȓǐ ȝǣƷǼ

ȖǦǻȏǶΞ ȒȠƷǶǦȝƷȝǦΗǐ ǦǼ ǼƷȝȠȓǐॽ HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ ǌǐȖȏǦȝǐ ƷǆȒȠǦȓǦǼǝ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ȂǼ ȝǣǐȓǻȂৄ

ǌΞǼƷǻǦǆ ȖȝƷȝǐ ȏȂǦǼȝȖॶ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǆƷǼ ȓǦǝȂȓȂȠȖǶΞ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ

ȖΞȖȝǐǻ Ȃǜ ǦǼȝǐȓǐȖȝ ǅΞ ȝƷȓǝǐȝǦǼǝ ȝǣǐ ǻƷǼΞৄǅȂǌΞ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞॶ ȂǜȝǐǼ ǆƷǶǶǐǌ ȝǣǐ

ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ঳UB$঴ॶ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝǐǌ ǅΞ Ʒ ȓǐǌȠǆǐǌ Ȗǐȝ Ȃǜ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖंँॶंंॽ /Ǽ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝॶ

Θǐ ΘǦǶǶ ǆȂǻȏƷȓǐ ƷǼǌ ǆȂǼȝȓƷȖȝ ȝǣǐȖǐ ȝΘȂ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॶ ΘǐǦǝǣǦǼǝ ȝǣǐǦȓ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȏȓȂȖ ƷǼǌ ǆȂǼȖॽ

ऀअ



ँ৷ँ bԀԌ �Ԁԫӹ�Ԁҷԏԓӏ %ԏҷӢӹӢӹӚ

HǼǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ȓǐǌȠǆǦǼǝ ȝǣǐ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ Ȃǜ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ȝȂ ǌǐȖǦǝǼ Ʒ ǻȂǌǐǶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǆǐȓȝƷǦǼ

ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶǶΞ ȂǅȖǐȓΗǐǌ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ȖΞȖȝǐǻȖ Ʒȓǐ ΘǐǶǶ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ Ʒ B� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼॽ [Ƞǆǣ

ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ Ʒȓǐ ǆȂǻǻȂǼǶΞ ȓǐǜǐȓȓǐǌ ȝȂ ƷȖ ৘ȝȂȏ ǌȂΘǼ৘ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ /Ǽ ȏȓƷǆȝǦǆǐॶ ȝǣǦȖ ǦȖ ǼȂȝ ȖȂ ǌǦЍǐȓৄ

ǐǼȝ ȝȂ ȝǣǐ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ǐǻȏǶȂΞǐǌ ǜȂȓ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ Ȃǜ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ

ȖȏƷǆǐ ǦǼ �%ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ǜƷȓ ǻȂȓǐ ǐΝȏƷǼȖǦΗǐॽ sǣǦǶǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȖΞȖȝǐǻȖ ǣƷΗǐ ΘǐǶǶ ǌǐЖǼǐǌ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦǼǝ

ȏȂǦǼȝ ȏƷȓȝǦǆǶǐȖॶ ȝǣǐ ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ ͞ȂȅǥȂ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ȝȂ ǦǝǼȂȓǐ ǦȖ ǼȂǼৄȝȓǦΗǦƷǶॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ �%

ȏƷȓȝǦǆǶǐȖॶ Ȃȓ ǅǐƷǌȖॶ ȖǣȂȠǶǌ ȓǐЙǐǆȝ ǦǼ ȖȂǻǐ ȖǐǼȖǐ ȝǣǐ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ȝǣǐǦȓ ǆȂǼȖȝǦȝȠǐǼȝ ȏƷȓȝȖॶ ƷǼǌ ƷȖ ȖȠǆǣॶ

ȝǣǦȖ ǆǣȂǦǆǐ ǣƷȖ Ʒ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ǦǻȏƷǆȝ ȂǼ ȝǣǐ ȂȏȝǦǻƷǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॽ

XǐǝƷȓǌǶǐȖȖॶ ȖȠǆǣ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǣƷΗǐ ȖǐǐǼ ΘǦǌǐȖȏȓǐƷǌ ȠȖǐ ƷǼǌ ȖȠǆǆǐȖȖँःॶँऄॶँअॶँआॶँइॶंऄॶंऀॶंࣿॽ bǣǐ ǜȠǼǆৄ

ȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ǼǐΘ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ǦȖ ǻȂȖȝ ǆȂǻǻȂǼǶΞ ǦǼ ȓǐȖǐǻǅǶƷǼǆǐ ȝȂ ȝǣǐ ȝΞȏǦǆƷǶ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ

ǻȂǌǐǶ ǝǦΗǐǼ ǅΞ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ऀॽईॽ �Ȗ Ʒ ȓǐȖȠǶȝॶ ȝǣǐ �%ǻȂǌǐǶȖ ǐΝǣǦǅǦȝ ǜƷȓ ǝȓǐƷȝǐȓ Ȗȏǐǐǌ ȝǣƷȝ ǣƷȖ ǐǼƷǅǶǐǌ

ȝǣǐ ȖȝȠǌΞ Ȃǜ Ʒ ǅȓȂƷǌǐȓ ǆǶƷȖȖ Ȃǜ ǅǦȂǶȂǝǦǆƷǶ ȖΞȖȝǐǻȖ Ʒȝ ǦǼǆȓǐƷȖǐǌ ǶǐǼǝȝǣৄ ƷǼǌ ȝǦǻǐৄȖǆƷǶǐȖंःॽ

sǣǦǶǐ ǣǦǝǣǶΞ ǐАǆǦǐǼȝॶ ȝȂȏৄǌȂΘǼ �% ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ Ʒȓǐ ǜƷȓ ǜȓȂǻ ȏǐȓǜǐǆȝॽ bǣǐ ȖǦǻȏǶǐ ƷǼƷǶΞȝǦǆƷǶ ǜȂȓǻ

Ȃǜ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǶǦǻǦȝȖ ȝǣǐ ƷǆǣǦǐΗƷǅǶǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶȖॶ ΘǣǦǶǐ ȝƷȓǝǐȝǦǼǝ Ʒ ȖȠǅȖǐȝ Ȃǜ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼৄ

ȝƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȏȓȂǣǦǅǦȝȖ ǆȂǼЖǌǐǼǆǐ ȝǣƷȝ Ʒ ǻȂǌǐǶ ΘǦǶǶ ǆƷȏȝȠȓǐ ǅǐǣƷΗǦȂȓ ȂȠȝȖǦǌǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌȂৄ

ǻƷǦǼॽ $Ƞȓȝǣǐȓॶ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ ǦǼǆȓǐƷȖǐǌ ǌǐȖǦǝǼ ȖȏƷǆǐ Ȃǜ �% ȏƷȓȝǦǆǶǐ ȝΞȏǐȖॶ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ ƷǆȓȂȖȖ ȖΞȖȝǐǻȖ

ǦȖ ǶǦǻǦȝǐǌॽ

ँ৷ं �ԀԚԚԀӸeԌ �Ԁҷԏԓӏ %ԏҷӢӹӢӹӚ

sǣǐȓǐ ȝȂȏ ǌȂΘǼǻǐȝǣȂǌȖ ǜƷǦǶ ȝȂ ǆƷȏȝȠȓǐ ȝȓȠǐ ǻƷȝǐȓǦƷǶ ǅǐǣƷΗǦȂȓ ΘǦȝǣ ǣǦǝǣ ǆȂǼЖǌǐǼǆǐॶ ǅȂȝȝȂǻ Ƞȏ

�% ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ƷǦǻ ȝȂ ȓǐȖȂǶΗǐ ȝǣǦȖ ǦȖȖȠǐॽ sǐ ȓǐǆƷǶǶ ȝǣƷȝ B� ǆƷǼ ǅǐ ΗǦǐΘǐǌ ƷȖ Ʒ ȖƷǻȏǶǐȓ ȝǣǐ �ȂǶȝΣৄ

ǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ $ȓȂǻ ȝǣǦȖ ȏǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐॶ ȂǼǐ ǻǦǝǣȝ ǦǻƷǝǦǼǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ Ʒ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȝǣǐ

ȓǐȖȠǶȝǦǼǝॶ ǶȂΘ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ B� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ƷȏȏȓȂȏȓǦƷȝǐǶΞ ȖƷǻȏǶǐȖ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ /Ǽ ǜƷǆȝॶ ȝǣǦȖ

ऀआ



ǦȖ ȏȓǐǆǦȖǐǶΞ ȝǣǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣ Ȃǜ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ǻȂǌǐǶȖॶ ΘǣȂȖǐ ǼƷǻǐ ǦȖ ƷǆȒȠǦȓǐǌ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǜƷǆȝ ȝǣƷȝ ȝǣǐΞ Ʒȓǐ

ǅȠǦǶȝ ǦǼ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐ ȝȂ Ʒ ǻȂȓǐ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȖΞȖȝǐǻ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼॽ sǐ ȓǐΗǦǐΘ ȝǣǐ ǻƷȝǣǐǻƷȝǦǆƷǶ

ǌǐȝƷǦǶȖॶ ȂȓǦǝǦǼƷǶǶΞ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ Xǐǜॽंँॶ ǅǐǶȂΘॽ

[ȠȏȏȂȖǐ Θǐ ǣƷΗǐ ƷǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻǻȂǌǐǶ ǆȂǼȖǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ ț ƷȝȂǻȖ Ʒȝ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ȏȂȖǦȝǦȂǼȖ Ȳț = {Ȳ࣢, Ȳࣣ, . . . , Ȳț}

ƷǼǌ ǝȂΗǐȓǼǐǌ ǅΞ Ʒ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ȿ(Ȳț)ॽ sǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ Ʒ ǻƷȏȏǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ �� ȖΞȖȝǐǻ ȝȂC ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ

ȖǦȝǐȖॶ ǝǦΗǐǼ ǅΞXC = {X࣢,Xࣣ, . . . ,XC}ॶ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

XȐ = BȐ(Ȳț) =
ț∑

ȅ=࣢
ǥȅȐȲȅ ঳ँॽऀ঴

Θǣǐȓǐ Ȑ ǌǐǼȂȝǐȖ ȝǣǐ ǦǼǌǐΝ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖǦȝǐ ƷǼǌ ȅ ȝǣǐ ǦǼǌǐΝ Ȃǜ ǐƷǆǣ ƷȝȂǻॽ bǣǐ ǻƷȏȏǦǼǝ ǆȂǐǜৄ

ЖǆǦǐǼȝȖ ǥȅȐ ǻȠȖȝ ȖƷȝǦȖǜΞ
∑

ȅ ǥȅȐ = ࣢ ȝȂ ǐǼȖȠȓǐ ȝȓƷǼȖǶƷȝǦȂǼ ǦǼΗƷȓǦƷǼǆǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǻȂǌǐǶंँॽ

bǣǐ ƷǅȂΗǐ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ǦȖ ǐǼȂȠǝǣ ȝȂ ǌǐЖǼǐ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ��

ȖΞȖȝǐǻ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ǆƷǼȂǼǦǆƷǶ ǐǼȖǐǻǅǶǐॶ ȖȂ ȝǣƷȝ

Ȯ(Ȳț) = ǐΝȏ(−ȿ(Ȳț)/ȓ�b)
~Ȳ

঳ँॽँ঴

ΘǦȝǣ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȓ�ॶ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ bॶ ƷǼǌ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ~Ȳॽ =ǐȝ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖΞȖৄ

ȝǐǻ ǅǐ ǝȂΗǐȓǼǐǌ ǅΞ ǦȝȖ ȂΘǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶॶe(XC)ॶ ȖȂ ȝǣƷȝ Θǐ ǆƷǼ ǌǐЖǼǐ Ʒ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ǜȂȓ ȝǣǐ

ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖǦȝǐȖ Ʒȝ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȖȝƷȝǐ ȏȂǦǼȝȖ ƷȖ

U(XC) =
ǐΝȏ(−e(XC)/ȓ�b)

~X
঳ँॽं঴

$Ȃȓ Ʒ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶॶ Θǐ ΘȂȠǶǌ ǶǦǴǐ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ʒ ǝǦΗǐǼ ǆȂƷȓȖǐ

ǝȓƷǦǼǐǌ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȝȂ ǅǐ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ƷȖ Ǧǜ Θǐ ǣƷǌ ȖƷǻȏǶǐǌ ȝǣǐ ȖǦȝǐȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ �� ȖΞȖȝǐǻॽ /Ǽ Ȃȝǣǐȓ

ऀइ



ΘȂȓǌȖॶ

U(XC) =

∫
Ȯ(Ȳț)

C∏

Ȑ=࣢
ܰ(BȐ(Ȳț)− XȐ)ǫȲț ঳ँॽः঴

bǣǦȖ ȓǐȒȠǦȓǐǻǐǼȝ ǌǐЖǼǐȖ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ঳UB$঴ॶe(XC)ॶ ƷȖ Ʒ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ

ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ ǦǼ ȝǐȓǻȖ Ȃǜ ƷǼ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ��ǻȂǌǐǶॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ

ǐΝȏ(−e(XC)/ȓ�b) ∝
∫

Ȯ(Ȳț)
C∏

Ȑ=࣢
ܰ(BȐ(Ȳț)− XȐ)ǫȲț ঳ँॽऄ঴

bǣǐ UB$ ƷǶǶȂΘȖ ȠȖ ȝȂ ǌǐЖǼǐ Ʒ ǜȂȓǆǐ ȂǼ ǐƷǆǣ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖǦȝǐ ƷȖ Ʒ ǝȓƷǌǦǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞॽ bǣǦȖ

ǜȂȓǆǐ ǆƷȏȝȠȓǐȖ ǼȂȝ ȂǼǶΞ ǐǼǐȓǝǐȝǦǆ ǐЍǐǆȝȖॶ ǅȠȝ ƷǶȖȂ ȝǣǐ ǐǼȝȓȂȏǦǆ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ȝȂ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ƷȓǦȖৄ

ǦǼǝ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ǅǐǦǼǝ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐǌ ȂȠȝॽ

$ȂȓǻƷǶǶΞॶ ǜȂȓ ǻƷȏȏǦǼǝȖ ȝǣƷȝ ȝƷǴǐ Ʒ ǝȓȂȠȏ Ȃǜ ƷȝȂǻȖ ȝȂ ȝǣǐǦȓ ǆǐǼȝǐȓ Ȃǜ ǻƷȖȖॶ ƷǼǌ ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ ǼȂ ƷȝȂǻ

ǅǐǶȂǼǝȖ ȝȂ ǻȂȓǐ ȝǣƷǼ ȂǼǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖǦȝǐॶ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ȂǼ ǐƷǆǣ ȖǦȝǐ ǦȖंँ

$Ȑ(XC) =
〈∑

ȅ∈[Ȑ

ǻȅ
〉

XC
঳ँॽअ঴

Θǣǐȓǐ [Ȑ ǦȖ ȝǣǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ƷȝȂǻȖ ǦǼΗȂǶΗǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǻƷȏȏǦǼǝ ȝȂ ȖǦȝǐ Ȑॶ ǻȅ ǦȖ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǜȂȓǆǐ ȂǼ ƷȝȂǻ ȅॶ ƷǼǌ

ȝǣǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ǦȖ Ʒ ΘǐǦǝǣȝǐǌ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ǌǐЖǼǐǌ ƷȖ

〈Ǽ(Ȳț)〉XC =

∫
Ǽ(Ȳț)ǯ−ȿ(Ȳț)/ȓ�b∏C

Ȑ=࣢ ܰ(BȐ(Ȳț)− XȐ)ǫȲț
∫
ǯ−ȿ(Ȳț)/ȓ�b

∏C
Ȑ=࣢ ܰ(BȐ(Ȳț)− XȐ)ǫȲț

঳ँॽआ঴

ǜȂȓ ƷǼ ƷȓǅǦȝȓƷȓΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ǽ Ȃǜ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖॽ CȂȝǐ ȝǣƷȝ Ǧȝ ǦȖ ǼȂȝ Ʒ ȓǐȒȠǦȓǐǻǐǼȝ ȝǣƷȝ ǐΗǐȓΞ

ƷȝȂǻ ǣƷΗǐ Ʒ ǼȂǼৄΣǐȓȂ ΘǐǦǝǣȝ ǦǼ Ʒȝ ǶǐƷȖȝ ȂǼǐ ǻƷȏȏǦǼǝ ȝȂ Ʒ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖǦȝǐॽ

ऀई



/țȵȅǫǯ ǯ͝ǯȲͤ țȡțठ�ǖͤǯȵȅǖț ȼȂǯȲǯ ȅȵ ǖ �ǖͤǯȵȅǖț ȵȼȲȿǼǼȕȅțǼ

ȼȡ Ǽǯȼ ȡȿȼࣗ

�ǐǼǼǦȖ =ǦǼǌǶǐΞ

3
%ƷȠȖȖǦƷǼ UȓȂǆǐȖȖǐȖ ǜȂȓ �ȂƷȓȖǐ %ȓƷǦǼǦǼǝ

bӟӏ ӅԀӹԚӏӹԚԓ Ԁә ԚӟӢԓ ӅӟҷԌԚӏԏ ӅӲԀԓӏӲԮ әԀӲӲԀԫ ԚӟӏԫԀԏӯ৭

�৷ X৷ �ԞԓӅӟҷԚӯԀ ҂Ӎ Ѫҥ৮ ҬҿҠ �ҳҫҿӑӍ॓ BѪӍ҂ӂ॓ ऀࣿ ৵ऀ৶৮ ई ৵ँࣿँः৶৷

�ӢԏӏӅԚ ԎԞԀԚӏԓ әԏԀӸ Ԛӟӏ ԚӏԭԚ ҷԏӏ ԞԓӏӋԫӟӏԏӏ ҷԌԌԏԀԌԏӢҷԚӏ৮ ҷӹӋ ҷӋӋӢԚӢԀӹҷӲ ӋӏԚҷӢӲ Ӣԓ

ҷӋӋӏӋ әԀԏ ӅԀӸԌӲӏԚӏӹӏԓԓ৷

ँࣿ



bǣǐ ǦǼǣǐȓǐǼȝ ǆȂǻȏǶǐΝǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ǣƷȖ ǶǦǻǦȝǐǌॶ ǦǼ ǻƷǼΞ ǆƷȖǐȖॶ ȝǣǐ ȠȝǦǶǦȝΞ Ȃǜ ǼȂǼৄB= ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॽ

/Ǽ ȝǣǐȖǐ ȖǐȝȝǦǼǝȖॶ ȂǼǆǐ ƷǝƷǦǼ ȖǦǻȏǶǐ ȏƷȓƷǻǐȝȓǦǆ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ȂǜȝǐǼ ǐǻȏǶȂΞǐǌॽ �ΗǐǼ ǻȂȓǐ ЙǐΝǦǅǶǐ

ȖȏǶǦǼǐৄǅƷȖǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷΗǐ ȏȓȂΗǐǼ ȝȂ ǅǐ Ȃǜ ǶǦǻǦȝǐǌ ƷǆǆȠȓƷǆΞॶ ȖǣȂΘǦǼǝ ǌǦАǆȠǶȝǦǐȖ ǦǼ ǆƷȏȝȠȓǦǼǝ ȖȝȓȠǆৄ

ȝȠȓƷǶ ǻƷȝǐȓǦƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॽ sǣǦǶǐ ȖȝǦǶǶ Ȃǜ ǝȓǐƷȝ ΗƷǶȠǐॶ ȝǣǐȖǐ ǻȂǌǐǶȖ ǶǐƷΗǐ ǻȠǆǣ ȝȂ ǅǐ ǌǐৄ

ȖǦȓǐǌॽ

bǣǐȓǐǜȂȓǐॶ ȝǣǐ ΘǦǌǐ ƷȓȓƷΞ Ȃǜ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ǜƷǆǐǌ ǦǼ �%ǻȂǌǐǶǦǼǝ ǻȂȝǦΗƷȝǐ Ʒ ǼǐΘ ȏǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐॽ

$Ȃȓ ǦǼȖȝƷǼǆǐॶ ǦǼ ǐΝȏǶȂȓƷȝȂȓΞ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣǐ ǌǦȖǆȂΗǐȓΞ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ ǶƷȓǝǐ ȏȓȂȝǐǦǼȖ Ȃȓ ȓƷȏǦǌ

ȖǆȓǐǐǼǦǼǝ Ȃǜ ȖȂǜȝ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖॶ ȝȓƷǦǼǦǼǝ �%ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ȓǐǶǐΗƷǼȝ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ǻƷΞ ǅǐǆȂǻǐ

ǦǼǜǐƷȖǦǅǶǐॽ [Ȃǻǐ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ǻƷΞ ǼǐΗǐȓ ǅǐ ȖƷǻȏǶǐǌ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐǦȓ ȓƷȓǦȝΞ Ȃȓ ȝǣǐ ȝǦǻǐ Ǧȝ ȝƷǴǐȖ ǜȂȓ Ʒ

ȖΞȖȝǐǻ ȝȂ ǐΗȂǶΗǐ ǦǼȝȂ ȝǣǐȖǐ ȖȝƷȝǐȖॽ $Ȃȓ ȝǣǦȖ ȓǐƷȖȂǼॶ ǆȠȓȓǐǼȝ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝǣƷȝ ǌȂ ǼȂȝ ȠȖǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ

ǻǐȝȓǦǆȖ ȓǐǶΞ ǣǐƷΗǦǶΞ ȂǼ ȖȠǅȖȝƷǼȝǦƷǶ ǖ ȮȲȅȡȲȅ ǴǼȂΘǶǐǌǝǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝƷȓǝǐȝ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖΞȖȝǐǻॶ

ȏȂȖǦǼǝ Ʒ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼ ȂǼ ȝǣǐǦȓ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǜȂȓ ΘǦǌǐ ȖȏȓǐƷǌ ƷȏȏǶǦǆƷǅǦǶǦȝΞॽ

BȂȓǐȂΗǐȓॶ Ǧȝ ǅǐǆȂǻǐȖ ǦǼǆȓǐƷȖǦǼǝǶΞ ǌǦАǆȠǶȝ ȝȂ ƷȖȖǐȖȖ ȝǣǐ ȒȠƷǶǦȝΞ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ǅΞ ǐȖȝǦǻƷȝǦǼǝ ȝǣǐ

ȝȓȠǐ ǐȓȓȂȓ ȂǼ ȝǣǐ ȝǐȖȝ Ȗǐȝॶ ȖǦǼǆǐ ȝǣǦȖ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ǶȂǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓǦǐȖ ȝȂ ȂǅȝƷǦǼ ΘǐǶǶৄ

ǆȂǼΗǐȓǝǐǌ UB$ ǌƷȝƷॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ȝȓƷǌǦȝǦȂǼƷǶ ƷǝǝȓǐǝƷȝǐ ǻǐȝȓǦǆȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǐȓȓȂȓȖ Ȃǜ

ǜȂȓǆǐȖ ǻƷΞ ǼȂȝ ǆƷȏȝȠȓǐ ȖȠǅȝǶǐ ǌǐЖǆǦǐǼǆǦǐȖ ǦǼ Ʒ ǻȂǌǐǶॽ �ǶȖȂॶ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ �%ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ǣǦǝǣǶΞ ǌǐৄ

ȏǐǼǌǐǼȝ ȂǼ ȝǣǐ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ƷǼǌ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ǻƷǴǐ Ƞȏ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖΞȖȝǐǻ ȠȖǐǌ ǜȂȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝॶ ǻƷǴৄ

ǦǼǝ ȝǣǐ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ �%ǻȂǌǐǶȖ ǌǦАǆȠǶȝ ȝȂ ƷǼȝǦǆǦȏƷȝǐॽ

�Ƞǐ ȝȂ ȝǣǐȖǐ ǆȂǻȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ ƷǼǌ Ǽǐǐǌ ǜȂȓ ǝȓǐƷȝǐȓ ƷǆǆȠȓƷǆΞॶ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǐǌ ঳B=঴ ǜȂȓǆǐȖ ЖǐǶǌȖ

ǣƷΗǐ ȓǐǆǐǼȝǶΞ ǝƷǦǼǐǌ ȝȓƷǆȝǦȂǼ ȂΗǐȓ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶǶΞ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓǦΣǐǌ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ

ȖȠǆǆǐȖȖ Ȃǜ ƷǶǶৄƷȝȂǻǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ƷȖ ȖȠȓȓȂǝƷȝǐ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ǖǤ ȅțȅȼȅȡǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻৄ

ǦǆȖँࣿॶअँॶऀࣿॶअंॶअःॶअऄॶअअॶऀऀॶऀॶँॶंॶइॶईॶअआॶअइॶअई ǣƷȖ ȓǐȖȠǶȝǐǌ ǦǼ ǦǼǆȓǐƷȖǐǌ ǦǼȝǐȓǐȖȝ ǦǼ ƷȏȏǶΞǦǼǝ ȖǦǻǦǶƷȓ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ

ȝȂ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ȝǣǐ UB$ःआॶऄऄॶऄअॶऄआॶऄइॶऄईॶअࣿॶँऀॶअऀॽ bǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ǻƷǴǐ ȠȖǐ Ȃǜ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼ ȂΗǐȓ

ǶȂǼǝ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓǦǐȖ ΗǦƷ Ʒ ǻȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ঄ ǜȂȓǆǐ ǻƷȝǆǣǦǼǝ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐ ȝǣƷȝ ȓǐȏȓȂৄ

ǌȠǆǐȖ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ UB$ ǦǼ ȝǣǐ ǶǦǻǦȝ Ȃǜ ȖȠАǆǦǐǼȝ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ǆƷǼȂǼǦǆƷǶ ǐǼȖǐǻǅǶǐंँॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ

ँऀ



ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǣƷȖ ȝƷȓǝǐȝǐǌ ȓǐǶƷȝǐǌ ȏȓȂǅǶǐǻȖ Ȃǜ ǆǣȂȂȖǦǼǝ ƷǼ ȂȏȝǦǻƷǶ ǶȂΘৄȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷৄ

ȝǦȂǼ Ȃǜ ƷȝȂǻǦǆ ȖΞȖȝǐǻȖऄई ƷǼǌ ǻȂȓǐ ǅȓȂƷǌǶΞ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻ Ȃǜ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ ƷȝȂǻǦǆ ǌǐȝƷǦǶȖ ǜȓȂǻ �%

ǻȂǌǐǶȖआࣿॶआऀॶआँॽ [Ȃ ǜƷȓॶ ǻȂȖȝ B= ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ �%ǻȂǌǐǶȖ Θǐȓǐ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖ ঳CC঴ॶ

ΘǣǦǆǣ ȏȂȖȖǐȖȖ Ʒ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ǅǐǼǐЖȝȖॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝǣǐΞ ȖǐȓΗǐ ƷȖ ǣǦǝǣǶΞ ЙǐΝǦǅǶǐ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ

ǆȂǻȏǶǐΝ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ǶƷȓǝǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǐȝȖॽ <ǐȓǼǐǶৄǅƷȖǐǌ ǻǐȝǣȂǌȖ ǣƷΗǐ ƷǶȖȂ ǅǐǐǼ

ȏȓȂȏȂȖǐǌअࣿॶँऀॶअऀॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ƷǶǶ B=ৄǅƷȖǐǌ �%ǻȂǌǐǶȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ȝȂ ǌƷȝǐ ǶƷǆǴ Ʒ ǻǐƷȖȠȓǐ Ȃǜ ȠǼǆǐȓৄ

ȝƷǦǼȝΞ ȝǣȓȂȠǝǣ �ƷΞǐȖǦƷǼ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ Ȃȓ ǐΗǐǼ ȝǣȓȂȠǝǣ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ ǐǼȖǐǻǅǶǐȖॽ

�ȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ CCȖॶ ǴǐȓǼǐǶৄǅƷȖǐǌ �ƷΞǐȖǦƷǼ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼ ǻǐȝǣȂǌȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ঳%U঴

ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼॶ ȏȓȂΗǦǌǐ ƷǆǆǐȖȖ ȝȂ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷǼǌ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐǌ ȝȂ ǐАǆǦǐǼȝǶΞ ȖǐǶǐǆȝ

ȖȠАǆǦǐǼȝǶΞ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦΗǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǐȝȖ ΗǦƷ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǦǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǐȝȝǦǼǝȖऀॶँॶअअॽ HǼǐ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼ ǦȖ

ȝǣǐ ǦǼǆȓǐƷȖǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǆȂȖȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ƷǼǌ ǦǼǜǐȓǐǼǆǐ ȝƷȖǴȖ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ȖǦΣǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼৄ

ǦǼǝ Ȗǐȝॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǦǼ ǻƷǼΞ ǆƷȖǐȖ ȝǣǐ ǜȠǶǶ %U ǆƷǼ ǅǐ ǻƷȏȏǐǌ ȂǼȝȂ ƷǼ ǐΝƷǆȝ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ȏȓǐǌǦǆȝǦǼǝ ǅȂȝǣ

ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǼǌ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ΘǦȝǣ Ʒ ǆȂȖȝ ȝǣƷȝ ǦȖ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ ȖǦΣǐॽ �ȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ Ȃǜ

ȝǣǐȖǐ ȓǐǆǐǼȝ ǻǐȝǣȂǌȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐǌ ȝȂ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǆȂǻȏǶǐΝ ǣǐȝǐȓȂǝǐǼǐȂȠȖ ȖΞȖȝǐǻȖ

Ʒȝ ȓǐǆȂȓǌ Ȗȏǐǐǌ ƷǼǌ ȖǦΣǐॶ ȓǐƷǆǣǦǼǝ ऄࣿࣿ ǅǦǶǶǦȂǼ ƷȝȂǻȖ ंॶँंॶऀँॽ /Ǽ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॶ ƷǆȝǦΗǐ

ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴȖ ǣƷΗǐ ȖǐǐǼ ǶǐȖȖ ƷǆȝǦΗǦȝΞॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǐΝǦȖȝǦǼǝ ǶǦȝǐȓƷȝȠȓǐ ȂǼ ȝǣǐȖǐ ǻǐȝǣȂǌȖ ǦȖ ǶǦǻǦȝǐǌ ȝȂ

ǼȂǼৄǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖआंॽ

/Ǽ ȝǣǦȖ ǆǣƷȏȝǐȓॶ Θǐ ȏȓǐȖǐǼȝ ƷǼ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐǌ �ƷΞǐȖǦƷǼ

ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǦǼǣǐȓǐǼȝ ȝȂ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ঳[%U৚Ȗ঴ ǜȂȓ ƷȠȝȂǼȂǻȂȠȖ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ

ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ǻȂǌǐǶȖॽ $ǦȓȖȝॶ Θǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼ ȝȂ ǶǐƷȓǼ

ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ UB$ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞॶ ȝǣǐȓǐǅΞ ȓǐǌȠǆǦǼǝ ȝǣǐ ǝȠǐȖȖ ΘȂȓǴ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝ

ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॽ /Ǽ ȏȓƷǆȝǦǆǐॶ ȝǣǦȖ ƷǶǶȂΘȖ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȝȂ ǌǦȖǆȂΗǐȓ ȠǼǴǼȂΘǼ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǻƷΞ Ʒȏৄ

ȏǐƷȓ Ʒȝ ǶȂǼǝ ȝǦǻǐȖǆƷǶǐȖ ǅΞ ǅΞȏƷȖȖǦǼǝ ȝǣǐ ǻȂȓǐ ȏȓǐǌǦǆȝƷǅǶǐ ǻȂȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǜƷȖȝǐȓ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ sǐ

ǐǻȏǣƷȖǦΣǐ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ǌǦЍǐȓȖ ǜȓȂǻ ǆȠȓȓǐǼȝ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝǣƷȝ ȓǐǶΞ ȂǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȝȂ ȖȠАǆǦǐǼȝǶΞ

ǐΝȏǶȂȓǐ ȝǣǐ ǜȠǶǶ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȖȏƷǆǐ ȂǼ ȝǣǐǦȓ ȂΘǼ ǅǐǜȂȓǐ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ƷǼΞ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ [ǐǆȂǼǌॶ

ँँ



Θǐ ȖǣȂΘ ȝǣƷȝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞৄƷΘƷȓǐ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǐǼƷǅǶǐȖ ȝǣǐ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ ǻȂȓǐ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ ǆȂƷȓȖǐ

ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ Θǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ǣȂΘ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞॶ ƷǶȂǼǝ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶǦȝΞॶ ƷǶǶȂΘȖ ǻȂǌৄ

ǐǶȖ Ȃǜ ȂǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖΞȖȝǐǻ ȝȂ ǅǐ ȝȓƷǼȖǜǐȓȓǐǌ ȝȂ Ʒ ǼǐΘ ȖΞȖȝǐǻ ǅΞ ȠȏǌƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷǅƷȖǐॽ /Ǽ

ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ Θǐ ǐΝȏǶȂȓǐ ȝǣǐ ǦǻȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ ǣȂΘ ȝȂ ǶƷǅǐǶ ȝǣǐ ȖȏǐǆǦǐȖ Ȃǜ �% ǅǐƷǌȖ

ȂǼ ǻȂǌǐǶ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ƷǼǌ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞॶ ΘǣǦǆǣ ǣƷȖ ƷǼ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ǦǻȏƷǆȝ ȂǼ ȝǣǐ ЖǼƷǶ Ȗȏǐǐǌ Ȃǜ ȝǣǐ

ǻȂǌǐǶॽ bǣǦȓǌॶ Θǐ ЖǼǌ ȝǣƷȝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ Ʒ ȓƷȏǦǌ ƷǼǌ ǌǦȓǐǆȝ ƷȖȖǐȖȖǻǐǼȝ Ȃǜ ǻȂǌǐǶ ȓȂǅȠȖȝǼǐȖȖ

ƷǼǌ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ Θǣǐȓǐ ȝȓƷǌǦȝǦȂǼƷǶ ǻǐȝȓǦǆȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ Ʒȓǐ ǦǼȖȠАǆǦǐǼȝॶ ȝǣǐȓǐǅΞ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǦǼǝ

ǌǐȏǶȂΞǻǐǼȝ ƷǼǌ ǜƷǆǦǶǦȝƷȝǦǼǝ ƷȠȝȂǻƷȝǦǆ ȓǐЖǼǐǻǐǼȝॽ

ं৷ऀ %ҷԞԓԓӢҷӹ UԏԀӅӏԓԓ XӏӚԏӏԓԓӢԀӹ

sǐ ȖǣƷǶǶ ЖȓȖȝ ȏȓǐȖǐǼȝॶ ǅȓǦǐЙΞॶ ȝǣǐ ǻƷȝǣǐǻƷȝǦǆȖ Ȃǜ %UȖॽ [ȠȏȏȂȖǐ Θǐ ǣƷΗǐ Ʒ ǻȂǌǐǶॶ ǻॶ ȝǣƷȝ ǌǐȏǐǼǌȖ ȂǼ

ȖȂǻǐ ǦǼȏȠȝॶ ͣॽ bǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǌǐȏǐǼǌȖ ȂǼ ȖȂǻǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ͞ॽ sǐ ȖȠȏȏȂȖǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ

ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏ ǅǐȝΘǐǐǼ ǻ ƷǼǌ ͞ ǦȖ ȏȓǐǌǐȝǐȓǻǦǼǐǌॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐ Ǧȝ ǆȂȠǶǌ ǅǐ ȝǣƷȝ

ǻ(ͣ;͞) = ͞bͣ ঳ंॽऀ঴

sǐ ȂǅȖǐȓΗǐॶ ȖƷΞ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶǶΞॶ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǦǼȏȠȝ ͣ ǝǐǼǐȓƷȝǐȖ ƷǼ ȂȠȝȏȠȝॶ ͤॶ ƷǼǌ Θǐ ΘǦȖǣ ȝȂ ǻȂǌǐǶ ȝǣǦȖ

ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ǻ(ͣ;͞)ॽ sǐ ǅǐǝǦǼ ǅΞ ƷȖȖȠǻǦǼǝ ȝǣƷȝॶ ǝǦΗǐǼ Ʒ ȖȏǐǆǦЖǆ Ȗǐȝ Ȃǜ ȏƷȓƷǻǐৄ

ȝǐȓȖॶ ȂȠȓ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼ ǌǦЍǐȓȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȝƷȓǝǐȝ ΗƷǶȠǐ ǅΞ Ʒ ΗƷǶȠǐ εΘǣǦǆǣ ǦȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǐǌ

ƷǆǆȂȓǌǦǼǝ ȝȂN (࣡, ܿ)ॽ bǣǦȖ ǻƷΞ ǅǐ ΘȓǦȝȝǐǼ ƷȖ

ͤ = ǻ(ͣ;͞) + ε ঳ंॽँ঴

bǣǐ ǐȏȖǦǶȂǼ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ǦȖ ǆƷǶǶǐǌ ȝǣǐ ǼȂǦȖǐॶ ƷǼǌ Ǧȝ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝȖ ȝǣǐ ǜƷǆȝ ȝǣƷȝ Ʒ঴ ȂȠȓ ǌƷȝƷ ǻǦǝǣȝ ǅǐ ǦǼǣǐȓৄ

ǐǼȝǶΞ ǼȂǦȖΞॶ ƷǼǌ ǅ঴ Ʒ ǝǦΗǐǼ Ȗǐȝ Ȃǜ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȝȂ ȂȠȓ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǻǻƷΞॶ ǜȂȓ ǻƷǼΞ ȓǐƷȖȂǼȖॶ ǼȂȝ ȏȓǐǌǦǆȝ ͤ

ँं



ǐΝƷǆȝǶΞॽ bǣǦȖ ǆȂȠǶǌ ǅǐ ǌȠǐ ȝȂ ǦǼȖȠАǆǦǐǼȝǶΞ ǐΝȏȓǐȖȖǦΗǐ ǅƷȖǦȖ ȖǐȝȖॶ ȂΗǐȓ ЖȝȝǦǼǝ ȝȂ Ȃȝǣǐȓ ǌƷȝƷॶ ǐȝǆॽ bǣǦȖ

ǆǣȂǦǆǐ ȖȠȏȏȂȖǐȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ Θǐ ǣƷΗǐ ǌǐЖǼǐǌ ǦȖ ȖȂǻǐΘǣƷȝ ǶǦǴǐǶΞ ȝȂ ǝǦΗǐ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐǆȝ ȓǐৄ

ȖȠǶȝ ǝǦΗǐǼ ȝǣǐ ȓǦǝǣȝ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ Ǧॽǐॽ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ ǦȖ ǦǼǌǐǐǌ ǆƷȏƷǅǶǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ΘǣƷȝ Θǐ

Ʒȓǐ ƷȖǴǦǼǝ Ǧȝ ȝȂॽ /ǜ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ ȝǣǐ ǼȂǦȖǐ ȝȂ ǅǐ ǦǼЖǼǦȝΞॶ Θǐ Ʒȓǐ ȖƷΞǦǼǝ ȝǣƷȝ Θǐ ǣƷΗǐ ƷǅȖȂǶȠȝǐǶΞ ǼȂ ǅǐǶǦǐǜ

ȝǣƷȝ ȂȠȓ ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ ΘǦǶǶ ȏȓǐǌǦǆȝ ͤ ǆȂȓȓǐǆȝǶΞ Ȃȓ ǼȂȝॽ /ǜ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ Ʒ ΗǐȓΞ ȖǻƷǶǶ ΗƷǶȠǐ

ǜȂȓ ȝǣǐ ǼȂǦȖǐॶ Ȃȓ Ʒ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ƷǶȝȂǝǐȝǣǐȓॶ Θǐ ǻƷΞ ǅǐ ȖƷΞǦǼǝ Θǐ ǐΝȏǐǆȝ ȂȠȓ ǻȂǌǐǶ ǆǣȂǦǆǐ

ȖǣȂȠǶǌ ΗǐȓΞ ǆǶȂȖǐǶΞ ǻƷȝǆǣ ȂȠȓ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖॽ

/Ǽ ƷǶǶ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝॶ ε ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ ǅǐǆȂǻǐȖ Ʒ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȝǣƷȝ Θǐ ǻȠȖȝ ǌǐǆǦǌǐ ǣȂΘ ȝȂ Ȗǐȝॽ

/ǜ Θǐ ȏǦǆǴ ȝȂȂ ȖǻƷǶǶ Ȃǜ Ʒ ΗƷǶȠǐॶ ȝǣǐǼ ǝǦΗǐǼ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ ǻॶ Θǐ ΘǦǶǶ ȝǐǼǌ ȝȂ ȏȓǐǌǦǆȝ ȝƷȓǝǐȝ ΗƷǶȠǐȖ

ȝǣƷȝ ǻǦǝǣȝ ȂΗǐȓ Жȝ ȝȂ Ʒ ǌƷȝƷ ȏȂǦǼȝॽ /ǜ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ ȝȂȂ ǶƷȓǝǐ Ȃǜ Ʒ ΗƷǶȠǐॶ ȂȠȓ ǻȂǌǐǶ ǻƷΞ ǼȂȝ ȓǐƷǶǦȖȝǦǆƷǶǶΞ

ȓǐЙǐǆȝ ȝǣǐ ȏȓȂǆǐȖȖ Θǐ ΘƷǼȝ ȝȂ ǻȂǌǐǶॽ

CȂȝǐॶ ǣȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ǦǻȏǶǦǐȖ Ʒ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ

Ȯ(ͤ|͞, ͣ) ∼ N
(
ͤ− ǻ(ͣ;͞), ܿ

)
঳ंॽं঴

ȓǐȏȓǐȖǐǼȝȖ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ȝǣƷȝ ȂȠȓ ǆǣȂȖǐǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΘǦȝǣ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ͞ॶ ǝǦΗǐǼ ȖȂǻǐ ǦǼȏȠȝ ͣॶ ȏȓǐǌǦǆȝȖ

ȝǣǐ ȝƷȓǝǐȝ ΗƷǶȠǐ ͤॽ [ƷǦǌ ƷǼȂȝǣǐȓ ΘƷΞॶ ȝǣǦȖ ǦȖ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȂǅȖǐȓΗǐǌ ǌƷȝƷ ǦȖ ǌǐȖǆȓǦǅǐǌ ǅΞ Ʒ

ǻȂǌǐǶॶ ǻΘǦȝǣ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ͞ॽ $Ȃȓ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ǌƷȝƷ ȏȂǦǼȝॶ ȝǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȝǣƷȝ ǝǦΗǐ ǻ ǆǐǼȝǐȓǐǌ ƷȓȂȠǼǌ ȝǣǐ

ΗƷǶȠǐ ͤ Ʒȓǐ ǻȂȖȝ ǶǦǴǐǶΞॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǜȂȓ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖॶ {ͤȅ}ॶ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ȝǣƷȝ Ʒ

ǝǦΗǐǼ Ȗǐȝ Ȃǜ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǌǐȖǆȓǦǅǐȖ ȝǣƷȝ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ Ȗǐȝ Ȃǜ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖ ǦȖ

Ȯ({ͤȅ}|͞, {ͣȅ}) ∼
C∏

ȅ
N (ͤȅ − ǻ(ͣȅ;͞), ܿ) ঳ंॽः঴

bǣǐ ȏȓǦǻƷȓΞ ȒȠƷǼȝǦȝΞ Ȃǜ ǦǼȝǐȓǐȖȝॶ ǣȂΘǐΗǐȓॶ ǦȖ ǼȂȝ ȝǣǐ ƷǅȂΗǐ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ǅȠȝ ȓƷȝǣǐȓॶ ȝǣǐ ȏȂȖȝǐȓǦȂȓ ǌǦȖৄ

ȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ Θǐ ΘƷǼȝ ȝȂ ǴǼȂΘ ΘǣƷȝ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ǦȖ ȝǣƷȝ Ʒ ǝǦΗǐǼ Ȗǐȝ Ȃǜ ǌƷȝƷ ȓǐȖȠǶȝȖ ǦǼ Ʒ

ँः



ǻȂǌǐǶ ΘǦȝǣ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ͞ॽ bǣǦȖ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ ȠȖǦǼǝ �ƷΞǐȖ৚ ȓȠǶǐॵ

U(�|�)U(�) = U(�|�)U(�) ঳ंॽऄ঴

ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǦǼ

Ȯ(͞|{ͤȅ}, {ͣȅ}) ∼ Ȯ(͞|ͣ)
C∏

ȅ
N (ͤȅ − ǻ(ͣȅ;͞), ࣡) ঳ंॽअ঴

/Ǽ ȝǣǦȖ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼॶ Ȯ(͞) ȓǐȏȓǐȖǐǼȝȖ ȂȠȓ ǅǐǶǦǐǜ ȂǼ ΘǣƷȝ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȖǣȂȠǶǌ ǶȂȂǴ ǶǦǴǐॶ ȏȓǦȂȓ ȝȂ ǣƷΗǦǼǝ

ȖǐǐǼ ƷǼΞ ǌƷȝƷॽ �ȝ ȝǣǦȖ ȖȝƷǝǐ Θǐ ǆƷǼ ǅƷǴǐ Ʒ ǶȂȝ Ȃǜ ȏǣΞȖǦǆƷǶ ǦǼȝȠǦȝǦȂǼ ǦǼȝȂ ȂȠȓ ǻȂǌǐǶȖॽ sǐ ǻƷΞ Ƕǐȝ ȝǣǐ

ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǅǐ

Ȯ(͞|{ͣȅ}) ∼ N ({ȅͣ})܄,࣡) ঳ंॽआ঴

Θǣǐȓǐ ܄ ǦȖ ȝǣǐ ǆȂΗƷȓǦƷǼǆǐ ǻƷȝȓǦΝ ǅǐȝΘǐǐǼ ǝǦΗǐǼ ǦǼȏȠȝȖॽ sǐ ǻǦǝǣȝ ǐΝȏǐǆȝॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝǣƷȝ ȝΘȂ

ȖǦǻǦǶƷȓ ǦǼȏȠȝȖ ȖǣȂȠǶǌ ǝǦΗǐ ȖǦǻǦǶƷȓ ȂȠȝȏȠȝȖॶ Ǧॽǐॽ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦȖ ǼȂȝ ȓƷȏǦǌǶΞ ΗƷȓΞǦǼǝॽ bǣǐ ΣǐȓȂ ǻǐƷǼ

ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼȖ ȖȠȏȏȂȖǐȖ Θǐ ǌȂ ǼȂȝ ǣƷΗǐ ƷǼΞ ǦǼǆǶǦǼƷȝǦȂǼ ΘǣƷȝ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǐǌ ΗƷǶȠǐ ȖǣȂȠǶǌ ǅǐ ǅǐǜȂȓǐ Ȗǐǐৄ

ǦǼǝ ǌƷȝƷॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣǐȓǐ ǦȖ ǼȂ ȓǐƷȖȂǼ ΘǣΞ Θǐ ǆȂȠǶǌ ǼȂȝॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ǆǣȂȂȖǐ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼ ȝȂ

ǅǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǌǦȝǦȂǼƷǶ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖ ǜȂȓǻॽ

/Ǽ ƷǼ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ ȖǐȝȝǦǼǝॶ Θǐ ǌȂǼ৚ȝ ΘƷǼȝ ȝȂ ȖȝȂȏ Ʒȝ ǴǼȂΘǦǼǝ ȝǣǦȖ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ sǣƷȝ Θǐ ΘȂȠǶǌ

ȓǐƷǶǶΞ ǶǦǴǐ ǦȖ ȝȂ ǅǐ ƷǅǶǐ ȝȂ ȏȓǐǌǦǆȝ ȝǣǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǻȂǌǐǶ ΗƷǶȠǐȖॶ ͤ∗ॶ ǝǦΗǐǼ ȖȂǻǐ ǼǐΘ ǦǼȏȠȝॶ ͣ∗ॽ /Ǽ

Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǌȂ ȝǣǦȖॶ Θǐ ǆȂȠǶǌ ȖȝȂȏ ƷǼǌ ǻƷΝǦǻǦΣǐ ȝǣǐ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦǼ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ंॽऀॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ

ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ȂȏȝǦǻǦΣƷȝǦȂǼ ǆƷǼ ǅǐ ȖǐΗǐȓǐǶΞ ȏȓȂǼǐ ȝȂ ȂΗǐȓЖȝȝǦǼǝॽ /ǼȖȝǐƷǌॶ Θǐ ΘƷǼȝ ȝȂ ȝƷǴǐ Ʒ �ƷΞǐȖǦƷǼ

ƷȏȏȓȂƷǆǣ ƷǼǌ ȏȓǐǌǦǆȝ ȝǣǐ ȏȂȖȝǐȓǦȂȓ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॵ

Ȯ(ͤ∗|ͣ∗, {ͤȅ}) =
∫

ǫ͞ Ȯ(ͤ∗|ͣ∗,͞)Ȯ(͞|{ͤȅ}, {ͣȅ}) ঳ंॽइ঴

�Ξ ǌȂǦǼǝ ȖȂॶ Θǐ ǣƷΗǐ ƷǆǆǐȖȖ ȝȂ ǼȂȝ ȂǼǶΞ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐȖ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ �% ȠǼǦȝȖॶ ǅȠȝ

ँऄ



ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ƷǆǆǐȖȖ ȝȂ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐǌ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞॶ ΘǣǦǆǣ ǻƷǴǐȖ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ƷȏȏǐƷǶǦǼǝॽ

ं৷ँ [Ԍҷԏԓӏ %ҷԞԓԓӢҷӹ UԏԀӅӏԓԓӏԓ

�ȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǅȂΗǐ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼȖ Ʒȓǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶǶΞ ǌǐǻƷǼǌǦǼǝ ƷǼǌ ǦǼΗȂǶΗǐ ȝǣǐ ǦǼΗǐȓȖǦȂǼ Ȃǜ

C× CǻƷȝȓǦǆǐȖॶ ΘǣǐȓǐC ǦȖ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ȏȂǦǼȝȖॽ bǣǐ ǦǼΗǐȓȖǦȂǼ ȖǆƷǶǐȖ ƷȖCࣤॶ ƷǼǌ ȝǣǦȖ

ǦȖ ȂǅΗǦȂȠȖǶΞ ȏȓȂǅǶǐǻƷȝǦǆ ǜȂȓ ǶƷȓǝǐ ǌƷȝƷ ȖǐȝȖॽ

/ȝ ǦȖ ǻȂȓǐ ƷȏȏȓȂȏȓǦƷȝǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ƷǼƷǶΞȖǦȖ ȝȂ ȝƷǴǐ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ΗǦǐΘ Ȃǜ ȝǣǐ ȂȓǦǝǦǼƷǶ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖॽ

/ǜ Θǐ ǣƷΗǐ ȏȓǐǌǦǆȝǐǌ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΗƷǶȠǐॶ ǻȅॶ ǜȂȓ ǐƷǆǣ ǦǼȏȠȝॶ ͣȅॶ ƷǼǌ Θǐ ΘǦȖǣ ȝȂ ȏȓǐǌǦǆȝ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΗƷǶȠǐॶ

ǻ∗ॶ Ʒȝ Ʒ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǦǼȏȠȝ ͣ∗ॶ Θǐ ǴǼȂΘ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȂȠȝȏȠȝȖ Ʒȓǐ ǱȂǦǼȝǶΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǐǌॶ ȏǐȓ ȝǣǐ ǌǐЖǼǦȝǦȂǼ

Ȃǜ Ʒ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖॽ �Ȗ ȖȠǆǣॶ Θǐ ǆƷǼ ȖȏǐǆǦǜΞ Ʒ ȏȓǦȂȓ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ȂǼ ȝǣǐ ǐΝȏǐǆȝǐǌ ǜȂȓǻ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ

ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΗƷǶȠǐȖ

Ȯ(!ǻ, ǻ∗|!ͣ, ͣ∗) ∼ N
(
!࣡,




(ͣ!,ͣ!)܄ ,ͣ!)܄ ͣ∗)

(ͣ!,∗ͣ)܄ ,∗ͣ)܄ ͣ∗)





)
঳ंॽई঴

sǐ ǆƷǼ ȖȝǦǶǶ ȖȏǐǆǦǜΞ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ȝǣƷȝ Ʒ ȖȏǐǆǦЖǆ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΗƷǶȠǐॶ ǻॶ ȏȓȂǌȠǆǐȖ ƷǼ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼॶ ͤ ƷȖ

ǅǐǜȂȓǐ

Ȯ(ͤ|ǻ) ∼ N (ͤ− ǻ, ܿ) ঳ंॽऀࣿ঴

sǐ ǻƷΞ ƷǝƷǦǼॶ ȝǣǐǼॶ ǆȂǼǌǦȝǦȂǼ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ȂǼ ȝǣǐ ǱȂǦǼȝ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ȂǅȖǐȓΗƷৄ

ȝǦȂǼ ȠȖǦǼǝ �ƷΞǐȖ৚ ȓȠǶǐॶ ǝǦΗǦǼǝ

Ȯ(!ǻ, ǻ∗|!ͤ,!ͣ, ͣ∗) = Ȯ(!ǻ, ǻ∗|!ͣ, ͣ∗)Ȯ(!ͤ|!ǻ,!ͣ)
Ȯ(!ͤ) ঳ंॽऀऀ঴

CȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ǦȖ Ʒ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǣȂΘ ǶǦǴǐǶΞ Ǧȝ ǦȖ ȝǣƷȝ ȂȠȓ ǌƷȝƷ ǦȖ ǐΝȏǶƷǦǼǐǌ ǅΞ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΘǣȂ৚Ȗ

ΗƷǶȠǐȖ Ʒȓǐ!ǻ Ʒȝ !ͣॽ sǐ ǆƷǼ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȂȠȝȏȠȝ ȖǣȂȠǶǌ ǅǐ ǻ∗ ǜȂȓ ƷǼ ǦǼȏȠȝ ͣ∗ ǅΞ

ǻƷȓǝǦǼƷǶǦΣǦǼǝ ȂΗǐȓ ƷǶǶ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȂȠȝȏȠȝȖॶ!ǻॶ ȝǣƷȝ ǆȂȠǶǌ ǅǐ ȏȓȂǌȠǆǐǌ ǅΞ ȂȠȓ ǌƷȝƷ ঳ȝǣǐ ƷǼƷৄ

ँअ



ǶȂǝȠǐ Ȃǜ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦǼǝ ȂΗǐȓ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ঴

Ȯ(ǻ∗|!ͤ) =
∫

Ȯ(!ǻ, ǻ∗|!ͤ)ǫ!ǻ = ࣢
Ȯ(!ͤ)

∫
Ȯ(!ͤ|!ǻ)Ȯ(!ǻ, ǻ∗)ǫ!ǻ ঳ंॽऀँ঴

�ǝƷǦǼॶ ȝǣǐ ȖǆƷǶǦǼǝ ǣǐȓǐ ǦȖ ȠǼǜƷΗȂȓƷǅǶǐॽ �Ǽ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ǆǦȓǆȠǻΗǐǼȝ ȝǣǦȖ ǦȖ ȝȂ ǦǼȝȓȠǌǆǐ ȏȖǐȠǌȂৄǦǼȏȠȝȖॶ

Ȃȓ ǦǼǌȠǆǦǼǝ ȏȂǦǼȝȖॽ

bǣǐ ƷȓǝȠǻǐǼȝ ǜȂȓ ǣȂΘ ȝȂ ȓǐǌȠǆǐ ȝǣǐ ǆȂǻȏǶǐΝǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǦȖ ȏȓȂǅǶǐǻ ΘƷȖ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ Xǐǜॽआःॶ ΘǣǦǆǣ

Θǐ ȓǐΗǦǐΘ ǣǐȓǐॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǦǼȏȠȝȖ ƷǼǌ ȝǐȖȝ ǦǼȏȠȝȖॶ ȖȠȏȏȂȖǐ Θǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ ǣƷΗǐ

Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ȏȖǐȠǌȂৄǦǼȏȠȝ ǶȂǆƷȝǦȂǼȖॶ !ͣȿॽ bǣǐȖǐ ȏȖǐȠǌȂৄǦǼȏȠȝȖ ǣƷΗǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΗƷǶȠǐȖॶ!ǻȿॽ

bǣǐ ǱȂǦǼȝ ȏȓǦȂȓ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ΘȓǦȝȝǐǼ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ƷǼǌ ȝǐȖȝ ΗƷǶȠǐȖ ǆƷǼ ǅǐ ΘȓǦȝȝǐǼ ǦǼ ȝǐȓǻȖ Ȃǜ ȝǣǐ

ǻƷȓǝǦǼƷǶǦΣƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȏȖǐȠǌȂৄǦǼȏȠȝȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ǱȂǦǼȝǶΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǐǌ ΘǦȝǣ ƷǶǶ ȂȝǣǐȓȖॶ ǼƷǻǐǶΞ

Ȯ(!ǻ, ǻ∗) =
∫

Ȯ(!ǻ, ǻ∗,!ǻȿ)ǫ!ǻȿ =
∫

Ȯ(!ǻ, ǻ∗|!ǻȿ)Ȯ(!ǻȿ)ǫ!ǻȿ ঳ंॽऀं঴

bǣǐ ǦǼǌȠǆǦǼǝ ȂȠȝȏȠȝȖ Ʒȓǐ ǼȂȓǻƷǶǶΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǐǌ ΘǦȝǣ ΣǐȓȂ ǻǐƷǼॽ bǣǐ ǆȂΗƷȓǦƷǼǆǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȖȏǐǆǦЖǐǌ

ǦǼ ȝǣǐ ȏȓǦȂȓ ǅǐǜȂȓǐ ȓǐǻƷǦǼȖ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ǦǼǌȠǆǦǼǝ ȏȂǦǼȝȖ ǣǐȓǐॽ bǣǐ ǴǐΞ ȝȂ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂৄ

ǆǐȖȖǐȖ ǦȖ ƷȖȖȠǻǦǼǝ ȝǣƷȝॶ ȓƷȝǣǐȓ ȝǣƷǼ ǅǐǦǼǝ ǜȠǶǶΞ ǱȂǦǼȝǶΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǐǌॶ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ƷǼǌ ȝǐȖȝ ȂȠȝȏȠȝȖ Ʒȓǐ

ȂǼǶΞ ǱȂǦǼȝǶΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǐǌ ǆȂǼǌǦȝǦȂǼǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ǦǼǌȠǆǦǼǝ ȏȂǦǼȝȖ

Ȯ(!ǻ, ǻ∗) ≈
∫

ȱ(!ǻ|!ǻȿ)ȱ(ǻ∗|!ǻȿ)Ȯ(!ǻȿ)ǫ!ǻȿ ঳ंॽऀः঴

bǣǐ ǆǐǼȝȓƷǶ ǆǣȂǦǆǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǦȖ ȝǣǐ ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ ȝǣǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ȱॶ ΘǣǦǆǣ ǶǐƷǌȖ ȝȂ ǻƷǼΞ ǌǦǜৄ

ǜǐȓǐǼȝ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼȖ ΘǦȝǣ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȏȓȂȖ ƷǼǌ ǆȂǼȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣǐ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǦȂǼ ƷЍȂȓǌǐǌ ǅΞ ȝǣǐȖǐ

ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼȖ ǦȖ ȏȓȂǜȂȠǼǌ ƷǼǌ Ȃǜ ǝȓǐƷȝ ȠȖǐॽ

ँआ



ं৷ं �ӏԓӅԏӢԌԚԀԏԓ Ԁә =ԀӅҷӲ �ӹԪӢԏԀӹӸӏӹԚԓ

sǐ ƷȖȖȠǻǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ UB$ ǆƷǼ ǅǐ ǻȂǌǐǶǐǌ ΘǦȝǣ Ʒ ȏȠȓǐǶΞ ǶȂǆƷǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ǝǦΗǐǼ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ

ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖXC = {X࣢,Xࣣ, . . . ,XC}ΘǦȝǣ ǆǣǐǻǦǆƷǶৄȝΞȏǐ ǦǌǐǼȝǦȝǦǐȖ {ȵ࣢, ȵࣣ, . . . , ȵC}ॶ

ȝǣǐ UB$ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ Ʒ ȖȠǻ Ȃǜ ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ �% ȖǦȝǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

s(X࣢,Xࣣ, . . . ,XC; ȵ࣢, ȵࣣ, . . . , ȵC) =
C∑

ȅ
͞(ȵȅ, ܽȅ) ঳ंॽऀऄ঴

Θǣǐȓǐ ܽȅ ǦȖ ȖȂǻǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ Ȃǜ �% ȖǦȝǐ ȅॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ

ǦȖ ȝǣǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ΗǐǆȝȂȓȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ǼǐǦǝǣǅȂȓǦǼǝ ȖǦȝǐȖॶ ǐΝȏȓǐȖȖǐǌ ƷȖ Ʒ ǶȂǆƷǶ ȖȏƷȝǦƷǶ ǌǐǼȖǦȝΞॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ

Ȑ )= ȅॶ ΘǦȝǣǦǼ Ʒ ǆȠȝȂЍ ȓƷǌǦȠȖ ȂǜX(ȵȅ,ȵȐ)
ǆȠȝ ȝǣƷȝ ǆƷǼॶ ǦǼ ǝǐǼǐȓƷǶॶ ǅǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝॽ $ȂȓǻƷǶǶΞॶ

|ܽȅ〉 =
∑

Ȑ∈ܱȅ
|XȅȐ〉 ⊗ |ȵȐ〉 ঳ंॽऀअ঴

Θǣǐȓǐ

ܱȅ = {(XȅȐ, ȵȐ)| |XȅȐ| < Xȵȅ,ȵȐ
ǆȠȝ} ঳ंॽऀआ঴

$ȂǶǶȂΘǦǼǝ ȝǣǐ �ȝȂǻǦǆ �ǶȠȖȝǐȓ �ΝȏƷǼȖǦȂǼ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǅΞ �ȓƷȠȝΣँँॶ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼৄ

ǻǐǼȝ Ȃǜ Ʒ ȖǦȝǐ ǆƷǼ ǅǐ ȏȓȂǱǐǆȝǐǌ ȂǼȝȂ ȖǦǼǝǶǐৄȏƷȓȝǦǆǶǐ ǅƷȖǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ

ǥȅȵț!Ț = 〈݂ț!Ț|ܽȅ〉 =
∑

Ȑ∈ܱȅ
ܰȵȅ,ȵȐ݂ț!Ț(XȅȐ) ঳ंॽऀइ঴

Θǣǐȓǐ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ ǜȂȓ ݂ Ʒ ǌǐǆȂǻȏȂȖǦȝǦȂǼ ǦǼȝȂ ȓƷǌǦƷǶ ƷǼǌ ȖȏǣǐȓǦǆƷǶ ǣƷȓǻȂǼǦǆ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖ ΘǦȝǣ ǆȠȝȂЍ

ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ǥ̃ॶ

݂ț!Ț(XȅȐ) = X̃ț(|XȅȐ|)yȚ! (X̂ȅȐ)̃ǥ(|XȅȐ|,X
ȵȅ,ȵȐ
ǆȠȝ ) ঳ंॽऀई঴

� ȓȂȝƷȝǦȂǼƷǶǶΞ ǦǼΗƷȓǦƷǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ǆƷǼ ǅǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǐǌ ǅΞ ǦǼΗȂǴǦǼǝ ȝǣǐ ȖȠǻ ȓȠǶǐ Ȃǜ ȖȏǣǐȓǦǆƷǶ ǣƷȓৄ

ँइ



ǻȂǼǦǆȖॶ ǝǦΗǦǼǝ Ʒ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ

ǫȅȵ࣢ȵࣣț࣢țࣣ! =
!∑

Ț=−!

ǥȅȵ࣢ț࣢!Țǥȅȵࣣțࣣ!Ț ঳ंॽँࣿ঴

bǣǦȖ ǦȖ ȖǣȂΘǼ ȖǆǣǐǻƷȝǦǆƷǶǶΞ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽऀॽ

Figure 3.1: Schematic of the ACE descriptor. The local environment of CG site ȅ is denoted ܽȅ, and pairwise vectors to
neighboring sites are given by!ȲȅȐ. The cutoff, shown as a red dotted line, has a radius of Ȳǥȿȼ.

ं৷ं৷ऀ [Ԍҷԏԓӏ %ҷԞԓԓӢҷӹ UԏԀӅӏԓԓӏԓ әԀԏ �Ԁҷԏԓӏ %ԏҷӢӹӢӹӚ

sǐ ȓȂȠǼǌ ȂȠȝ ȂȠȓ ǌǦȖǆȠȖȖǦȂǼ Ȃǜ [%U৚Ȗ ǅΞ ǌǦȖǆȠȖȖǦǼǝ ȝǣǐǦȓ ǻȂȓǐ ȖȏǐǆǦЖǆ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ ȝȂ �% ȏȓȂǅৄ

ǶǐǻȖॽ $Ȃȓ Ʒ ǆȂǻȏǶǐȝǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ǦǼȏȠȝॶ Θǐ ǻȠȖȝ ǌǐЖǼǐ ȂȠȓ ǅƷȖǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ǣΞȏǐȓৄ

ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ Θǐ ȠȖǐ �ǣǐǅΞȖǣǐΗ ȏȂǶΞǼȂǻǦƷǶȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȓƷǌǦƷǶ ǅƷȖǦȖ ƷǼǌ ȖȏǣǐȓǦǆƷǶ ǣƷȓǻȂǼǦǆȖ

ǜȂȓ ȝǣǐ ƷǼǝȠǶƷȓ ǅƷȖǦȖ ǦǼ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ƷǅȂΗǐॽ bǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ țॶ "ॶ ƷǼǌ ȲǆȠȝ Ʒȓǐ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȝǣƷȝ

Θǐ ǻƷǼȠƷǶǶΞ ȖȏǐǆǦǜΞॽ bȂ ǌȂ ȖȂॶ Θǐ ǻƷΝǦǻǦΣǐ ȝǣǐ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶȂǝৄǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ঳Ȗǐǐ �ȏȏǐǼǌǦΝ �঴ॶ ƷǼǌ ȠȖǐ

ȝǣǐ ΗƷǶȠǐȖ ț = ࣢ࣣॶ " = ࣦॶ ƷǼǌ ȲǆȠȝ = ࣥ.ࣦ 	ॶ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ Ȃǜ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ȝΞȏǐॽ

ँई



bȂ ǆȂǻȏǶǐȝǐ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖॶ Θǐ ǻȠȖȝ ǌǐЖǼǐ Ʒ ǴǐȓǼǐǶ ȝǣƷȝ ǆȂǻৄ

ȏƷȓǐȖ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॽ �Ȗ ǦǼ Xǐǜॽँॶ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ Ʒ ǴǐȓǼǐǶ ȝǣƷȝ ȓǐȖǐǻǅǶǐȖ ȝǣǐ ȖǻȂȂȝǣ

ȂΗǐȓǶƷȏ Ȃǜ ƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ঳[H�U঴ ǴǐȓǼǐǶअआॶअइॶअई ƷǼǌ ȝƷǴǐȖ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

ȓ(ǫȅ, ǫȵ) = ࣣܿ
(
ǫ࣢ · ǫࣣ
ǫ࣢ǫࣣ

)ܺ

঳ंॽँऀ঴

,ǐȓǐॶ ȝǣǐ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓॶ ܿॶ ǦȖ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ǅΞ ǻƷΝǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶȂǝৄǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ǌȠȓǦǼǝ ȂǼৄȝǣǐৄ

ЙΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝॶ ƷǼǌ ܺ ǦȖ Ʒ ǆǣȂȖǐǼ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ǦǼǆȓǐƷȖǐ ȝǣǐ ǅȂǌΞৄȂȓǌǐȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶॽ

,ǐȓǐॶ Θǐ ȝƷǴǐ ܺ = ࣣॽ

$Ȃȓ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ȖȏƷȓȖǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॶ [ॶ ȝǣƷȝ ǦȖ Ʒ ȖȠǅȖǐȝ Ȃǜ Ʒ ǶƷȓǝǐȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॶ $ॶ Ʒ ȏȓǐৄ

ǌǦǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȂǼ Ʒ ǼǐΘ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ ܽȅ ǆƷǼ ǅǐ ǆƷȖȝ ƷȖ Ʒ ȖȠǻ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ ȏȂǦǼȝȖॵ

ε(ܽȅ) =
Cȵ∑

ȵ∈[
ȓ(ǫȅ, ǫȵ)ܭȵ ঳ंॽँँ঴

Θǣǐȓǐ

ܭ = (ܿ−࣢
ț <[$<$[ + <[[)

−࣢<[$ͤ ঳ंॽँं঴

Θǣǐȓǐ ͤ ǦȖ ȝǣǐ ΗǐǆȝȂȓ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖॶ<[$ ȝǣǐ ǻƷȝȓǦΝ Ȃǜ ǴǐȓǼǐǶ ΗƷǶȠǐȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ Ȗǐȝ

ƷǼǌ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॶ ƷǼǌ<[[ ȝǣǐ ǻƷȝȓǦΝ Ȃǜ ǴǐȓǼǐǶ ΗƷǶȠǐȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ȏȂǦǼȝȖ ǦǼ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ Ȗǐȝ ƷǶȂǼǐॽ bǣǐ

ǼȂǦȖǐ ǣΞȏǐȓȏƷȓǐǻȝǐȓॶ ܿțॶ ȒȠƷǼȝǦЖǐȖ ȝǣǐ ǦǼǣǐȓǐǼȝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȏȓǐȖǐǼȝ ǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶƷǅǐǶȖ ƷǼǌ ǦȖ

ƷǼȂȝǣǐȓ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȝǣƷȝ ǦȖ ȝȠǼǐǌ ΗǦƷ ǻƷΝǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶȂǝৄǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌॽ

[Ƞǆǣ ǻǐƷǼ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ƷǶȖȂ ƷǶǶȂΘ ǜȂȓ ȏȂȖȝǐȓǦȂȓ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ǌǦȖৄ

ȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ΗƷȓǦƷǼǆǐȖॽ $Ȃȓ [%U৚Ȗॶ ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ ȝǣǐ ΗƷȓǦƷǼǆǐ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǐ ǻǐȝǣȂǌȖॶ Θǣǐȓǐ Θǐ

ǆǣȂȂȖǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ ȝȂ ȠȖǐ ȝǣǐ �ǐȝǐȓǻǦǼǦȖȝǦǆ bȓƷǦǼǦǼǝ �ȂǼǌǦȝǦȂǼƷǶ ঳�b�঴ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼआःॽ �Ȗ ǦǼ

Xǐǜॽँॶ Θǐ ȠȖǐ Ʒ ǜȠȓȝǣǐȓ ȖǦǻȏǶǦЖǐǌ ǜȂȓǻ ȝǣƷȝ ǦȖ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ΗƷȓǦƷǼǆǐ Ȃǜ Ʒ ЖǆȝǦȝǦȂȠȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ

ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖ ƷǶȂǼǐॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȂǼ ǶȂǆƷǶ

ंࣿ



ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ǦȖ

q̃(ε) =
ȓεε − ȓε[<−࣢

[[ ȓ[ε
ࣣܿ ঳ंॽँः঴

=ΞǦǼǝ ǅǐȝΘǐǐǼ ࣿ ƷǼǌ ऀॶ ȝǣǦȖ ǜȂȓǻ ǝǦΗǐȖ ȠȖ Ʒ ȠǼǦȝǶǐȖȖ ǻǐƷȖȠȓǐ ǦǼ ǌǐЖǼǦǼǝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȝǣȓǐȖǣȂǶǌȖ ǌȠȓৄ

ǦǼǝ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝॽ sǐ ЖǼǌ Ʒ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȝȂǶǐȓƷǼǆǐ Ȃǜ ࣿॽࣿँ ȝȂ ȏǐȓǜȂȓǻ ΘǐǶǶॽ bǣǦȖ ǦȖ ǜȂȠǼǌ ȝȂ ǅǐ ȖȝƷৄ

ǅǶǐ ǜȓȂǻ ȂȠȓ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ǦȖ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ΘǦȝǣ ȖǦǻǦǶƷȓ ΗƷǶȠǐȖ ȠȖǐǌ ǦǼ Xǐǜॽँ

bǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖॶ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ȝǣǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓΞॶ ǆƷǼ ǅǐ ȖǦǻȏǶǦЖǐǌ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȝǣǐ

ȖȠǻǻƷȝǦȂǼ ȂΗǐȓ ȖȏƷȓȖǐ ȏȂǦǼȝȖ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǆƷǼ ǅǐ ǆȂǻȏȠȝǐǌ ȂǼǆǐ ƷǼǌ ȠȖǐǌ ǜȂȓ ƷǶǶ

ǜȠȝȠȓǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖँॽ bǣǦȖ ȖǦǻȏǶǦЖǆƷȝǦȂǼ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ ǐАǆǦǐǼȝ ǦǼǜǐȓǐǼǆǐ ȠȏȂǼ ǌǐȏǶȂΞǻǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǐ [%UȖ

ƷǼǌ ǦȖ ǐΝȏƷǼǌǐǌ ȠȏȂǼ ǦǼ �ȏȏǐǼǌǦΝ �ॽ

ं৷ः eӹӅӏԏԚҷӢӹԚԮ ҷӹӋ �ӅԚӢԪӏ =ӏҷԏӹӢӹӚ

�ȂȝȝȂǻৄȠȏ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ǌȂǼǐ ǅΞ ȓǐǝȓǐȖȖǦǼǝ ȝǣǐ UB$ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ ȝȂ

ȝǦǻǐ ƷΗǐȓƷǝǐȖ Ȃǜ ǜȂȓǆǐȖॶ ȝǣǐ ȏȓǐǆǦȖǐ ǜȂȓǻ Ȃǜ ΘǣǦǆǣ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ ঳ँॽऄ঴ ƷǼǌ ঳ँॽअ঴ॽ � ǆȂǻǻȂǼ

ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ȝȂ ȠȝǦǶǦΣǐ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖ ǜȂȓǆǐȖ ǦǼ Ʒ ǶȂǼǝ ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓΞ

ȝȂ ǻǦǼǦǻǦΣǐ ƷȏȏȓȂȏȓǦƷȝǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶȖ ȝǣƷȝ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ UB$ंँॶऄऄॽ bǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ǆƷȓǐ

ǦǼ ǌǐƷǶǦǼǝ ΘǦȝǣ ȝΘȂ ǦǻȏǶǦǆǦȝ ȝǦǻǐȖǆƷǶǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻॽ $Ȃȓ ȂǼǐॶ ȝǣǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ȝǦǻǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜƷȖȝ

ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻǻȠȖȝ ǅǐ ǶȂǼǝ ǐǼȂȠǝǣ ȝȂ ǐǼȖȠȓǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖƷǻȏǶǐǌ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ

ǼȂȝ ǣǦǝǣǶΞ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌॽ �ǶȖȂॶ ǆȂǶǶǐǆȝǦǼǝ ȖȠАǆǦǐǼȝ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ȖǦǻȠǶƷȝǦǼǝ ǶȂǼǝ ǐǼȂȠǝǣ ȝǦǻǐ

ȖǆƷǶǐȖ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ΗǦȖǦȝ Ʒ ǜȠǶǶ ȓƷǼǝǐ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖॽ �ΗǐǼ ȖȂॶ ǌǐȏǐǼǌǦǼǝ ȂǼ ȝǣǐ ȖǣƷȏǐ

Ȃǜ ȝǣǐ UB$ॶ ȖȂǻǐ ȓǐǝǦȂǼȖ ǦǼ �% ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȖȏƷǆǐ ȖǐȏƷȓƷȝǐǌ ǅΞ ǅƷȓȓǦǐȓȖ ǻƷΞ ǼȂȝ ǅǐ ΗǦȖǦȝǐǌ ǌȠȓǦǼǝ

ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼॽ UȓǦǼǆǦȏǶǐǌ ȒȠƷǼȝǦȝƷȝǦΗǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȏȓȂΗǦǌǐȖ Ʒ ȓǦǝȂȓȂȠȖ ΘƷΞ Ȃǜ ǦǌǐǼȝǦǜΞǦǼǝ

ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǶǦǐ ΘǦȝǣǦǼ ƷǼǌ ȂȠȝȖǦǌǐ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॽ

,ǐȓǐॶ Θǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ƷǼ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ �%ΘȂȓǴЙȂΘ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ $=�X� ǜȓƷǻǐΘȂȓǴऀॶँॶ ǌǐৄ

ȏǦǆȝǐǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽँॶ ȝǣƷȝ ȠȝǦǶǦΣǐȖ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ �ƷΞǐȖǦƷǼ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ Ȃǜ [%UȖॽ bǣǐ ǝȂƷǶ Ȃǜ ȝǣǦȖ $=�X�ৄ

ंऀ



Figure 3.2: A Schematic Representation of the Active Learning Workflow. FLARE‐CG is an extension of the Fast Learn‐
ing of Atomic Rare Events software1,2,3. Here we schematically demonstrate the workflow of the on‐the‐fly active
learning training loop. An initial all‐atom frame is run under constrained dynamics and coarse grained to obtain initial
force labels. A select number of sparse environments are randomly added to the training set of the Gaussian process.
The construction of model descriptors is performed, and the hyperparameters of the SGP updated by maximizing the
log marginal likelihood. The model proposes a molecular dynamics step, along with force and local free energy un‐
certainties. If all local free energy uncertainties are below a tolerance threshold, the step is accepted. Otherwise, re‐
construction is performed in order to collect more constrained dynamics training data. To perform reconstruction, we
construct excluded volumes around already placed atomic centers in the system. New atom placements are proposed by
randomly drawing an azimuthal and polar angle pair, which are subsequently accepted if they do not lie within regions of
overlap between existing excluded volumes.
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�% ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ȝȂ ƷȠȝȂǻƷȝǐ ȝǣǐ ǆȂǶǶǐǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ǶƷǅǐǶȖ ǅΞ ǌǐȓǦΗǦǼǝ Ʒ ǌǐǆǦȖǦȂǼ ȝǣȓǐȖǣȂǶǌ Ȃǜ

ǌƷȝƷ ƷǆȒȠǦȖǦȝǦȂǼ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷȖȖȂǆǦƷȝǐǌ ΘǦȝǣ ǐΗǐȓΞ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼ ǌȠȓǦǼǝ Ʒ �%B� ȖǦǻȠǶƷৄ

ȝǦȂǼॽ bǣǦȖ ǦȖ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ ǅΞ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ǆȂǻȏƷȓǦǼǝ ǐƷǆǣ ǶȂǆƷǶ �% ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ

Ʒȓǐ ǻƷǌǐ ΘǦȝǣ ȝǣȂȖǐ ǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ ȠȖǦǼǝ Ʒ ȏȓǐৄǌǐЖǼǐǌ ǴǐȓǼǐǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȂȏǐȓƷȝǦǼǝ ȂǼ ǝǐȂǻǐȝȓǦǆ

ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ Ȃǜ ǶȂǆƷǶ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ

Ȃǜ �% ȖǦȝǐȖ ΘǦȝǣǦǼ Ʒ ǌǐЖǼǐǌ ǆȠȝȂЍ ȓƷǌǦȠȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǆǐǼȝȓƷǶ ȖǦȝǐॽ BƷǼΞৄǅȂǌΞ ȖΞǻǻǐȝȓΞ ȏȓǐȖǐȓΗǦǼǝ

ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦǆ ǆǶȠȖȝǐȓ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ ঳���঴ Ʒȓǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǐǌ ǜȂȓ ȝǣǦȖ ȏȠȓȏȂȖǐॶ ΘǦȝǣ ǌǦǜৄ

ǜǐȓǐǼȝ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ƷǶǶȂΘǦǼǝ ǜȂȓ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǶǐΗǐǶȖ Ȃǜ ǐΝȏȓǐȖȖǦΗǐǼǐȖȖँँॶँॽ

bǣǐ ΘȂȓǴЙȂΘ ǅǐǝǦǼȖ ǜȓȂǻ ƷǼ ǦǼǦȝǦƷǶ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼॶ ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ Ʒ ǆȂǼৄ

ȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓΞ ǦȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ȝȂ ƷǆȒȠǦȓǐ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖ ǜȂȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝॽ CȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ƷǆȒȠǦȓǐǌ

ǜȂȓǆǐȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǝȓƷǌǦǐǼȝȖ Ȃǜॶ ƷǼǌ ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ȓǐǶƷȝǐǌ ȝȂॶ ȝǣǐ UB$ ȝǣƷȝ Θǐ Ʒȓǐ ȝȓΞǦǼǝ ȝȂ ǶǐƷȓǼ ঳Ȗǐǐ

BǐȝǣȂǌȖ �঴ॽ [ȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞॶ ǜȂȓ ǐƷǆǣ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼॶ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǶȂǆƷǶ UB$ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ

Ʒȓǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ǌǐǆǦǌǐ Θǣǐȝǣǐȓ ȝȂ ǐΗȂǶΗǐ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ǜȂȓΘƷȓǌ ǦǼ ȝǦǻǐॽ /ǜ ȝǣǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȂǼ

ȝǣǐ ǼǐΘ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǦȖ ƷǅȂΗǐ Ʒ ȠȖǐȓৄǌǐЖǼǐǌ ȝǣȓǐȖǣȂǶǌॶ ǻȂȓǐ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǌƷȝƷ ǦȖ ǆȂǶǶǐǆȝǐǌ

ȝȂ ƷȠǝǻǐǼȝ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶ ǌƷȝƷǅƷȖǐঃ ȂȝǣǐȓΘǦȖǐॶ ȝǣǐ �%B� Ȗȝǐȏ ǦȖ Ʒǆǆǐȏȝǐǌॶ ƷǼǌ ȝǣǐ

ȖΞȖȝǐǻ ǐΗȂǶΗǐȖ ǜȂȓΘƷȓǌ ǅΞ Ʒ ȝǦǻǐ Ȗȝǐȏॽ bǣǦȖ ȏȓȂǆǐȖȖ ǦȖ ȓǐȏǐƷȝǐǌ Ʒȝ ǐΗǐȓΞ Ȗȝǐȏ Ȃǜ ȝǣǐ �%B� ȝȓƷǱǐǆৄ

ȝȂȓΞॶ ǜȂȓǻǦǼǝ ƷǼ ƷȠȝȂǼȂǻȂȠȖ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǶȂȂȏॽ �ΗǐǼȝȠƷǶǶΞॶ Ʒǜȝǐȓ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ǼȂ ǶȂǼǝǐȓ ǻƷǴǐȖ

ǜȓǐȒȠǐǼȝ ǆƷǶǶȖ ȝȂ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐॶ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǐǌ [%UǻȂǌǐǶ৚Ȗ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ȂǼ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼৄ

ǦǼǝ Ȗǐȝ ȖǦΣǐ ǆƷǼ ǅǐ ǐǶǦǻǦǼƷȝǐǌ ǅΞ ǻƷȏȏǦǼǝ Ǧȝ ȂǼȝȂ ƷǼ ǐΝƷǆȝǶΞ ǐȒȠǦΗƷǶǐǼȝ ƷǼǌ ǻȠǆǣ ǜƷȖȝǐȓ ȏƷȓƷǻǐȝȓǦǆ

ǻȂǌǐǶँॽ

�ȠȓǦǼǝ ȝǣǐ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȏȓȂǆǐȖȖॶ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ʒȓǐ ƷǌƷȏȝǦΗǐǶΞ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ǅΞ ǻƷΝৄ

ǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǶȂǝৄǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ǦǼ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȝȂ ǼǐΘ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷॽ �Ξ ǻƷǦǼȝƷǦǼǦǼǝ ΘǐǶǶ ǆƷǶǦǅȓƷȝǐǌ ȠǼǆǐȓৄ

ȝƷǦǼȝǦǐȖॶ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȝǣǐǼ ǆƷȏƷǅǶǐ Ȃǜ ǌǦȖǆȂΗǐȓǦǼǝ ǼǐΘ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ȂǼ ȝǣǐǦȓ ȂΘǼॶ ǆǦȓǆȠǻΗǐǼȝǦǼǝ Ʒ

ǻƷǱȂȓ ȏȓȂǅǶǐǻ Ȃǜ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶǶΞ ǻǦȖȖǦǼǝ ȠǼǴǼȂΘǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ǦǼ Ʒ ǻȂǌǐǶ৚Ȗ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॽ $Ƞȓȝǣǐȓॶ ȝǣǦȖ

ǻǐȝǣȂǌȂǶȂǝΞ ƷǶǶȂΘȖ ȠȖ ȝȂ ȓǐǶΞ ȂǼ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻǻȂǌǐǶȖ ȂǼǶΞ ȝȂ ȓǐǻȂΗǐ ǜƷȖȝ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ƷǼǌ
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Figure 3.3: Demonstration of Active Learning to Coarse Grained Pentane. a) atoms in a pentane liquid are mapped di‐
rectly to their carbon sites, integrating out hydrogen degrees of freedom. In two experiments, the beads are treated
as either one or two different species, based on the underlying bond topology. b) the end‐to‐end chain distance dis‐
tribution of single and two species models are compared to the all‐atom training baseline, as well as a common coarse
grained force field for hydrocarbon liquids, OPLS‐UA. c) the learning rate for two and single species models is reported
by showing the mean absolute force error on a test set as a relative percentage to the mean absolute force component
in each test frame. We also report the mean free energy uncertainty of the model on the test set, which is a unitless
quantity. d) the full carbon‐carbon radial distribution function for single species, two species, all atom, and OPLS‐UA
simulations. The inset shows a zoomed‐in view of the long‐range structure.

ȂǅȝƷǦǼ �% ǜȂȓǆǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶƷǅǐǶȖॶ ȖȂ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖǶȂΘ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ Ʒȓǐ ǐΗȂǶΗǐǌ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ

ǶǐƷȓǼǐǌ ǶȂΘৄȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ �% ȖȠȓȓȂǝƷȝǐ ǻȂǌǐǶॽ sǐ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ [%UȖ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼৄȝǣǐৄ

ЙΞ ǜȂȓ Ʒ ȏǐǼȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ ǆȂǼȖǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ आࣿ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖॶ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ

ǦǼȝǐǝȓƷȝǐǌ ȂȠȝ ঳$Ǧǝॽ ंॽं঴ॽ

bǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȝȂ �%ǻƷȏȏǦǼǝ ȖǐȒȠǐǼǆǐ ǦȖ ȖǣȂΘǼ ȖǆǣǐǻƷȝǦǆƷǶǶΞ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽंƷॽ HȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȓǐৄ

ȒȠǦȓǐȖ Ʒ ȏȓǦȂȓ ǌǐЖǼǦȝǦȂǼ Ȃǜ �% ȖǦȝǐȖॽ �ǶȝǣȂȠǝǣ ȓǐǆǐǼȝ ΘȂȓǴȖ ǣƷΗǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌ ƷȠȝȂǻƷȝǦǼǝ ȝǣǐ �%

ȖǦȝǐ ȖǐǶǐǆȝǦȂǼ ȏȓȂǆǐȖȖऄईॶआँॶआࣿॶआऄॶआअॶआऀॶ ǻȂȓǐ ΘȂȓǴ ǦȖ Ǽǐǐǌǐǌ ȝȂ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐ ȝǣǐȖǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ΘǦȝǣ ȂȠȓ ȏȓȂৄ

ȏȂȖǐǌ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴॽ sǐ ǦǼȖȝǐƷǌ ȓǐǶΞ ȂǼ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ǦǼȝȠǦȝǦȂǼ ȝȂ ǆǣȂȂȖǐ ȝǣǐ �%ǻƷȏȏǦǼǝॶ Θǣǐȓǐ ǜȂȓ ȝǣǐ
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ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ ȝȂ ǻƷȏ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖΞȖȝǐǻ ȝȂ ǆƷȓǅȂǼ ȖǦȝǐȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝǣǐ ǣΞǌȓȂǝǐǼ

ƷȝȂǻȖ Ʒȓǐ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐǌ ȂȠȝॶ ǐЍǐǆȝǦΗǐǶΞ ȖǐȝȝǦǼǝ ȝȂ ΣǐȓȂ ȝǣǐǦȓ ΘǐǦǝǣȝ ǦǼ ȝǣǐ ǻƷȏȏǦǼǝ ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ǌǐЖǼǐǌ ǦǼ

ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ँॽऀ঴ Ȃǜ BǐȝǣȂǌȖॽ

�ΝǦȖȝǦǼǝ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ƷǼǌB=�%ǻȂǌǐǶȖ ȂǜȝǐǼ ǶƷǅǐǶ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖȏǐǆǦǐȖ ǅΞ ȝǣǐǦȓ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ

ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆȂǻȏȂȖǦȝǦȂǼ ƷǼǌ ǅȂǼǌ ȝȂȏȂǶȂǝΞॶ ȖȠǝǝǐȖȝǦǼǝ ȝǣǐ ǐǼǌ ǆƷȓǅȂǼ ƷȝȂǻȖ Ȃǜ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖǣȂȠǶǌ ǅǐ

ȝȓǐƷȝǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǶΞ ȝǣƷǼ ȝǣȂȖǐ ȂǼ ȝǣǐ ǦǼȝǐȓǦȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǆǣƷǦǼऄऄॶँःॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ �% ǆƷȓǅȂǼȖ ǆƷǼ ǅǐ

ȝȓǐƷȝǐǌ ƷȖ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȖȏǐǆǦǐȖ ȝΞȏǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ंॽँࣿ঴ ǌǐȏǐǼǌǦǼǝ ȂǼ Θǣǐȝǣǐȓ ȝǣǐΞ Ʒȓǐ Ʒȝ

ȝǣǐ ǐǼǌ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǆǣƷǦǼॽ �ǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐǶΞॶ ƷǶǶ ǆƷȓǅȂǼȖ ǆƷǼ ǅǐ ȝȓǐƷȝǐǌ ƷȖ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ȝΞȏǐॶ ƷǼǌ

Θǐ ǆƷǼ ȓǐǶΞ ȂǼ ȝǣǐ B=ǻȂǌǐǶ ȝȂ ǆȂȓȓǐǆȝǶΞ ǶǐƷȓǼ �% ǜȂȓǆǐȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǝǐȂǻǐȝȓΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼৄ

ǻǐǼȝ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐॽ

sǐ ǦǼΗǐȖȝǦǝƷȝǐ ȝǣǐ ǦǻȏƷǆȝ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǆǣȂǦǆǐ ǅΞ ǐΝȏǶȂȓǦǼǝ ȝǣǐ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ Ȃǜ ȏǐǼȝƷǼǐ ΘǦȝǣ

ƷǼǌ ΘǦȝǣȂȠȝ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ǶƷǅǐǶǦǼǝ Ȃǜ ǐǼǌ ǆƷȓǅȂǼȖ ƷȖ Ʒ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȖȏǐǆǦǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓॽ ,ΞǌȓȂǆƷȓǅȂǼ

ȖΞȖȝǐǻȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ȏǐǼȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌ Ʒȓǐ Ʒ ǆȂǼΗǐǼǦǐǼȝ ȝǐȖȝ ǆƷȖǐॶ ƷȖ ǻƷǼΞ ȝȂȏৄǌȂΘǼ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ

ȏƷȓƷǻǐȝǐȓǦΣǐǌ ǜȂȓ ȝǣǐǻॽ /Ǽ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝॶ Θǐ ǆȂǻȏƷȓǐ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȂȠȓ B= �%ǻȂǌǐǶȖॶ ΘǣȂȖǐ

ƷǶǶ ƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ǦȖ ȝǣǐ HU=[ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॶ ȝȂ ƷǼ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ �% ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ȖƷǻǐ �% ȖǦȝǐ ǻƷȏৄ

ȏǦǼǝॶ HU=[ৄe�ऀंॶंऀॽ �Ȃȝǣ ȝǣǐ HU=[ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ Ȗǐȝ ƷǼǌ ǦȝȖ ȠǼǦȝǐǌ ƷȝȂǻ ΗƷȓǦƷǼȝ Θǐȓǐ ǌǐȖǦǝǼǐǌ ȝȂ

ǆƷȏȝȠȓǐ ȝǣǐ ǌǐǼȖǦȝǦǐȖ ƷǼǌ ǣǐƷȝȖ Ȃǜ ΗƷȏȂȓǦΣƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȂȓǝƷǼǦǆ ǶǦȒȠǦǌȖॽ sǣǦǶǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ

ǜȂȓǻॶ ȝǣǐ HU=[ৄe� ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ǦȖ ǜȠȓȝǣǐȓ ȓǐЖǼǐǌ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ǝȓȂȠȏȖ ǆȂǼȖǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ƷȝȂǻȖ

ǅȂȠǼǌ ȝȂ Ʒ ǆƷȓǅȂǼ ƷȝȂǻ Ʒȓǐ ȝȓǐƷȝǐǌ ƷȖ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼ ȖǦȝǐॽ

$Ȃȓ ȝǣǐ B= �% ƷȏȏȓȂƷǆǣॶ Θǐ ЖǼǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽंǆ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ ƷǼǌ ȝǣǐ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ

ȏȓȂΗǦǌǐ ȖǦǻǦǶƷȓ ǜȂȓǆǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ȓǐȏȓȂǌȠǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ

ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐॽ [Ƞǆǣ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼȖ Ʒȓǐ ΗƷǶȠƷǅǶǐ ǅǐǆƷȠȖǐ ȝǣǐ ǶǐȖȖ ǆȂǻȏǶǐΝ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ

ǣƷΗǐ ȖǣȂȓȝǐȓ ǦǼǜǐȓǐǼǆǐ ȝǦǻǐȖॽ bǣǦȖ ƷȓǦȖǐȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȖǆƷǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼȖ Ȃǜ ��� ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ƷǼǌ

ǴǐȓǼǐǶ ǻƷȝȓǦǆǐȖ ΘǦȝǣ ǦǼǆȓǐƷȖǦǼǝ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȖȏǐǆǦǐȖॶ ƷȖȖȂǆǦƷȝǐǌ ΘǦȝǣ ǻȂȓǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶǶΞ ǣǐƷΗΞ

ǶǦǼǐƷȓ ƷǶǝǐǅȓƷ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼȖ Ʒȝ ǦǼǜǐȓǐǼǆǐॽ sǐ Ʒȓǐ ǼȂȝ ǆǶƷǦǻǦǼǝॶ ǣȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ЖǼǌǦǼǝ ǜȂȓ ȏǐǼȝƷǼǐ
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ǦȖ Ʒ ǝǐǼǐȓƷǶ ȓǐȖȠǶȝ ǐΝȏǐǆȝǐǌ ȝȂ ǣȂǶǌ ǜȂȓ Ȃȝǣǐȓ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖΞȖȝǐǻȖॽ

[ǦǻǦǶƷȓǶΞॶ ǆȂǻȏƷȓǦǼǝ ȝȂ ǐƷǆǣ Ȃȝǣǐȓ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ǅȂȝǣ ȖǦǼǝǶǐৄ ƷǼǌ ȝΘȂৄ

ȖȏǐǆǦǐȖ ȓǐƷǶǦΣƷȝǦȂǼȖ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽंǆॶ Θǐ ЖǼǌ ǅȂȝǣ ȝΞȏǐȖ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ƷǆǣǦǐΗǐ ǆȂǻȏƷȓƷǅǶǐ ǜȂȓǆǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞॽ

sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ Ȃǜ ǐƷǆǣ ǻȂǌǐǶ ǌǦЍǐȓ ǅǐȝΘǐǐǼ ȖǦǼǝǶǐৄ ƷǼǌ ȝΘȂৄ ȖȏǐǆǦǐȖ ƷȖ

Ʒ ȓǐȖȠǶȝ Ȃǜ ǣƷΗǦǼǝ ǦǼǣǐȓǐǼȝǶΞ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǻȂǌǐǶ ǆȂǻȏǶǐΝǦȝΞॽ /Ǽ ȏȓƷǆȝǦǆǐ ȝǣǦȖ ǻǐƷǼȖ ȝǣƷȝ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ

ǻȂǌǐǶȖ ΘǦǶǶ ȝǐǼǌ ȝȂ ǻƷǴǐ ǜǐΘǐȓ ǆƷǶǶȖ ȝȂ ȝǣǐ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐ ǻǐȝǣȂǌ ঳ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǌΞǼƷǻǦǆȖ঴ॽ /Ǽ

ȝǣǦȖ ǐΝƷǻȏǶǐॶ Θǐ ȠȖǐ Ʒ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ΗƷǶȠǐ ȝǣȓǐȖǣȂǶǌॶ ǌǐЖǼǐǌ ǦǼ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ंॽँः঴ Ȃǜ Bǐȝǣৄ

ȂǌȖॶ Ȃǜ ࣿॽࣿँ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ǆƷȖǐ ƷǼǌ ࣿॽࣿऀ ǜȂȓ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǆƷȖǐ ȝȂ ǜȠȓȝǣǐȓ ǣǦǝǣǶǦǝǣȝ ȝǣǦȖ ǆȂǼৄ

ȝȓƷȖȝ ǦǼ ǅǐǣƷΗǦȂȓ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞॽ bǣǐ ЖǼƷǶ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓॶ ƷȖ Ʒ ȏǐȓǆǐǼȝƷǝǐ Ȃǜ

ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǆȂǻȏȂǼǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖॶ ȂǼ Ʒ ȝǐȖȝ Ȗǐȝ ǶǦǐȖ ƷȓȂȠǼǌ ई઒ ǜȂȓ ǅȂȝǣ

ȖǦǼǝǶǐ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖॽ $Ȃȓ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼॶ Θǐ ƷǶȖȂ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ǐȓȓȂȓ ǦǼ ǜȂȓǆǐȖ ȏȓǐǌǦǆȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐ

HU=[ৄe� ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ȂǼ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȝǐȖȝ Ȗǐȝ ƷǼǌ ЖǼǌ ƷǼ ǐȓȓȂȓ Ȃǜ ंࣿ઒ॽ

bȂ ǐǻȏǣƷȖǦΣǐ ȝǣƷȝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ Ʒȓǐ ǦǼǌǐǐǌ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐॶ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽंǆ Θǐ ȖǣȂΘ ȝǣǐ ঳ȠǼǦȝǶǐȖȖ঴ ǻǐƷǼ

ǶȂǆƷǶ UB$ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǝǦΗǐǼ ǅΞ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ंॽँः঴ Ȃǜ BǐȝǣȂǌȖ ǦǼ ǐƷǆǣ ȝǐȖȝ Ȗǐȝ ǜȓƷǻǐॽ � ǜȓƷǻǐ ȓǐǜǐȓȖ

ȝȂ Ʒ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ ȖǼƷȏȖǣȂȝ ȝȂǝǐȝǣǐȓ ΘǦȝǣ ƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼॽ �Ȗ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ ȖǦΣǐॶ

ȝǣǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐȖ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ȝȓǐǼǌȖ ǜȂǶǶȂΘǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ ȂǼ ȝǣǐ

ȝǐȖȝ Ȗǐȝॽ �ΗǐǼ ȝǣȂȠǝǣ ȝǣǐ ȒȠƷǼȝǦȝƷȝǦΗǐ ΗƷǶȠǐȖ Ȃǜ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷǼǌ ǜȂȓǆǐ ȝǐȖȝৄȖǐȝ ǐȓȓȂȓ ǌȂ ǼȂȝ Ʒǝȓǐǐॶ ȝǣǐ

ǆȓȠǆǦƷǶ ȏȂǦǼȝ ǦȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȝȓǐǼǌ ǅǐǣƷΗǦȂȓ ȏǐȓȖǦȖȝȖॽ

$Ǧǝॽ ंॽंǅ ƷǼǌ $Ǧǝ ंॽंǌ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǦǼȝǐȓৄ ƷǼǌ ǦǼȝȓƷৄǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॶ

Ȃǜ ȝǣǐ �% ǆƷȓǅȂǼ ȖǦȝǐȖ ǻƷȝǆǣ ȝǣǐ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆƷȓǅȂǼ ƷȝȂǻȖ ΘǦȝǣ ǣǦǝǣ ЖǌǐǶǦȝΞॽ bǣǐ ǜȠǶǶ

ǆƷȓǅȂǼৄǆƷȓǅȂǼ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ΘǐǶǶ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐǌॶ ƷȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǻȂǶǐǆȠǶǐ

ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐॽ bǣǦȖ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǦȖ ǌǐЖǼǐǌ ƷȖ ȝǣǐ ǶǦǼǐƷȓ ȖǐȏƷȓƷȝǦȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ȝΘȂ ǆƷȓǅȂǼȖ ȂǼ ȝǣǐ ǐǼǌȖ

Ȃǜ ǐƷǆǣ ǻȂǶǐǆȠǶǐॽ

/Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼ ȝȂ ȏƷǦȓ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖॶ ǻȂȓǐ ǆȂǻȏǶǐΝ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ȖȠǝǝǐȖȝǐǌ ǜȂȓ ƷȖৄ

ȖǐȖȖǦǼǝ ȝǣǐ ЖǌǐǶǦȝΞ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ आआॶआइॶआईॶइࣿॶइऀॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ Ǧȝ ǦȖ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ǜȂȓ �%ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ
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ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣȂȖǐ ȖǣȂΘǼॶ ǅȠȝ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǅǐȝΘǐǐǼ Ʒ

Ȗǐȝ Ȃǜ ȖȝƷȝǐȖ ǻƷΞ ȖȝǦǶǶ ǅǐ ǦǼǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝआइॽ bȂ ǜȠȓȝǣǐȓ ǐȖȝƷǅǶǦȖǣ ȝǣǐ ȖȝȓǐǼǝȝǣ Ȃǜ ȂȠȓ ǻǐȝǣȂǌॶ Θǐ ƷǼƷǶΞΣǐ

ȝǣǐ ȏȂȖȖǦǅǶǐ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌ ȖȝƷȝǐȖ ǜȂȓ ȏǐǼȝƷǼǐॽ

�Ȗ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽःॶ ȏǐǼȝƷǼǐ ǅȂǼǌ ƷǼǌ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ȠǼǦǻȂǌƷǶॶ ƷǼǌ ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ ǌȂ ǼȂȝ ǻǐƷǼৄ

ǦǼǝǜȠǶǶΞ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǐ ȝȂ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȖȝƷȝǐȖॽ /ǼȖȝǐƷǌॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ȝǣǐ

ȝȓƷǼȖ ঳b঴ ƷǼǌ ǝƷȠǆǣǐ ঳%঴ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ȓǐǝǦǻǐȖॶ ƷǴǦǼ ȝȂ Xǐǜॽआइॽ sǦȝǣ ȝΘȂ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐȖॶ Θǐ ǶƷǅǐǶ

ȝǣǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȖȝƷȝǐ ȏƷǦȓǦǼǝȖ Ȃǜ ȏǐǼȝƷǼǐ ƷȖ bbॶ %%ॶ ƷǼǌ b%ॽsǐ ȖǣȂΘ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽः ȝǣƷȝ ǅȂȝǣ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ

ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ �%ǻȂǌǐǶȖ ǆƷȏȝȠȓǐ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ȖƷȝǐȖ ȒȠǦȝǐ ΘǐǶǶ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ

ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐॽ

$Ȃȓ ǆȂǻȏǶǐȝǐǼǐȖȖॶ Θǐ ǆȂǻȏƷȓǐ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝΞ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȂȠȓ ǆȂƷȓȖǐ

ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ƷǼ ǐΝǦȖȝǦǼǝ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ঳ǼȂǼৄB=঴ ǻȂǌǐǶॶ HU=[ৄe�ंऀॶ ǦǼ ǅȂȝǣ $Ǧǝॽ ंॽं ƷǼǌ $Ǧǝॽ ंॽःॽ

sǐ ЖǼǌ ǜƷȓ ǝȓǐƷȝǐȓ ЖǌǐǶǦȝΞ ǦǼ ȝǣǐ ȓǐȏȓȂǌȠǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ΘǦȝǣ ȂȠȓ [%UȖ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ

ȝǣǦȖ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ǻȂǌǐǶॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ȏƷǦȓȖॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ Θǐ ǐǻৄ

ȏǣƷȖǦΣǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ HU=[ৄe�ǻȂǌǐǶ ǌǐȖǆȓǦǅǐȖ ȝΘȂॶ ȝǣȓǐǐॶ ƷǼǌ ǜȂȠȓ ǅȂǌΞ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ȝΞȏǦǆƷǶ ǦǼ

ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ �ǐȖȏǦȝǐ ȝǣǦȖॶ ȝǣǐ ȖǦǻȏǶǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻ Ȃǜ ȖȠǆǣ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ǦǼȖȠАǆǦǐǼȝ ǜȂȓ ǆƷȏৄ

ȝȠȓǦǼǝ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖॽ bǣǦȖ ǜȠȓȝǣǐȓ ǻȂȝǦΗƷȝǐȖ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ B= ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ UB$ǻȂǌǐǶǦǼǝॽ

ं৷ऄ [ԚԏԞӅԚԞԏҷӲ bԏҷӹԓәӏԏҷӂӢӲӢԚԮ

�ȂȝȝȂǻৄȠȏ �%ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ǌǐΗǐǶȂȏǐǌ ȝȂ ȏȓǐȖǐȓΗǐ ȝǣǐ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ

ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǻƷǦǼȝƷǦǼǐǌ ǅΞ ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝȖ ǦǼ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻB� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼॶ ȝǣǐȓǐǅΞ ǐǼȖȠȓǦǼǝ ǆȂǼȖǦȖৄ

ȝǐǼǆΞ ΘǦȝǣ ȝǣǐ �� ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣǦȖ ǦǻȏǶǦǆǦȝǶΞ ƷȖȖȠǻǐȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ΘǦǶǶ ǅǐ Ȗȏǐৄ

ǆǦЖǆ ȝȂ ǅȂȝǣ ȝǣǐ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ǻƷǴǐ Ƞȏ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖΞȖȝǐǻ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȖȝƷȝǐ ȏȂǦǼȝȖॽ

UƷȓȝǦǆȠǶƷȓǶΞ ǦǼ ȝǣǦȖ ȖǐȝȝǦǼǝॶ Θǣǐȓǐ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȖȏǐǆǦЖǆ ȝȂ Ʒ ǝǦΗǐǼ ȖΞȖȝǐǻॶ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ǻȂǌǐǶ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ

ǦȖ ǣǐǶȏǜȠǶ ǦǼ ȒȠƷǼȝǦǜΞǦǼǝ ȝǣǐ ǌǦȖȝƷǼǆǐ Ȃǜ ǶȂǆƷǶ �% ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ȝǣǐ ȝǐȖȝ Ȗǐȝ ǜȓȂǻ ȝǣȂȖǐ ǦǼ ȝǣǐ
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Figure 3.4: Structural Correlations Captured via Active Learning. a) the distribution of bond lengths in pentane mole‐
clues for single species, two species, and OPLS‐UA models relative to the all‐atom baseline. b) bond angle distributions
of the same set of models. c) dihedral angle distributions of the same set of models. Vertical lines indicate the sepa‐
ration between trans and gauche dihedral conformations. d) the relative sampling of the three dihedral pair states for
pentane, trans‐trans (TT), trans‐gauche (TG) and gauche‐gauche (GG).
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Figure 3.5: Transferable Coarse Graining Enabled by Active Learning. a) a schematic representation of the computational
experiment considered. Adapted (50 and 100) pentane models are those that have seen extra octane data, generated
on the fly for 50,000 and 100,000 steps, respectively. Unadapted models are pentane models deployed directly on
octane with no additional training. b) the carbon‐carbon radial distribution function and the end‐to‐end chain distance
frequency are shown for single species models. The inset shows the long‐range structure of the liquid c) the carbon‐
carbon radial distribution function and the end‐to‐end chain distance frequency are shown for two species models, with
the inset showing the long‐range structure.

ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॽ bǣǦȖ ǐǼƷǅǶǐȖ ȠȖ ȝȂ ȖΞȖȝǐǻƷȝǦǆƷǶǶΞ ƷǌǱȠȖȝ ƷǼǌ ǦǻȏȓȂΗǐ �%ǻȂǌǐǶȖॽ

bȂ ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǐ ǌǐǝȓǐǐ ȝȂ ΘǣǦǆǣ [%U �%ǻȂǌǐǶȖ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ȂǼǐ ȖΞȖȝǐǻ ǆƷǼ ȝȓƷǼȖǜǐȓȓǐǌ ȝȂ ƷǼৄ

Ȃȝǣǐȓ ȖΞȖȝǐǻॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ȖǐΗǐȓƷǶ ΘƷΞȖ ǦǼ ΘǣǦǆǣ Ʒ ǻȂǌǐǶ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌ ǆƷǼ ǅǐ Ʒȏৄ

ȏǶǦǐǌ ƷǼǌ ƷǌƷȏȝǐǌ ȝȂ ƷǼ ȂǆȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌॶ ƷȖ ȖȠǻǻƷȓǦΣǐǌ ǝȓƷȏǣǦǆƷǶǶΞ ȂǼ $Ǧǝॽ ंॽऄƷॽ �Ǧȓǐǆȝ �%ǻȂǌǐǶȖ

Ȃǜ ȂǆȝƷǼǐ Ʒȓǐ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȂǆȝƷǼǐ ǌƷȝƷ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ȠȖǦǼǝ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॽ eǼƷǌƷȏȝǐǌ �%ǻȂǌৄ

ǐǶȖ Ʒȓǐ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ȂǼ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻ ǜȂȓ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȝǦǻǐ ȖȝǐȏȖ ƷǼǌ ȝǣǐǼ ǌǐȏǶȂΞǐǌ ǌǦȓǐǆȝǶΞ

ȂǼ ȂǆȝƷǼǐॽ ,ǐȓǐॶ ȝǣǐ [%U ǐΗȂǶΗǐȖ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ǦǼ �% ȖȏƷǆǐ ȂΗǐȓ ȝǦǻǐ ǜȂȓ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖॶ ǆǣǐǆǴǦǼǝ ȝǣǐ

ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷǝƷǦǼȖȝ ȝǣǐ ȠȖǐȓ ǌǐЖǼǐǌ ȝǣȓǐȖǣȂǶǌ Ʒȝ ǐƷǆǣ Ȗȝǐȏॶ ǅǐǜȂȓǐ ǅǐǦǼǝ ǌǐȏǶȂΞǐǌ ȂǼ ȂǆȝƷǼǐॽ CȂȝǐ
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ȝǣƷȝ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ǌȂǐȖ ǼȂȝ ȓǐǜǐȓ ȝȂ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ �� ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȖȝǐȏȖ ȠȖǐǌ ΘǣǐǼ ǆȂǶǶǐǆȝǦǼǝ

ǻȂȓǐ ǌƷȝƷॽ bǣǐ ǻȂǌǐǶȖ ǶƷǅǐǶǐǌ ƷȖ ƷǌƷȏȝǐǌ ঳ऄࣿ঴ ƷǼǌ ƷǌƷȏȝǐǌ ঳ऀࣿࣿ঴ ǣƷΗǐ ǦǌǐǼȝǦǆƷǶ ȏǐǼȝƷǼǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ

ǌƷȝƷॶ ǅȠȝ ȝǣǐǦȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǐȝȖ Ʒȓǐ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞ ƷȠǝǻǐǼȝǐǌ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ǜȂȓ ऄࣿǴ ƷǼǌ ऀࣿࣿǴ ȝǦǻǐ ȖȝǐȏȖ ΘǦȝǣ

ȂǆȝƷǼǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॶ ΗǦƷ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȏȓȂǆǐǌȠȓǐ ǌǐЖǼǐǌ ǜȂȓ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ǶȂȂȏॽ

sǐ ƷǶȖȂ ǆȂǻȏƷȓǐ ȝǣǐ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǐǌ �% ȏǐǼȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ȝǣǐ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ �� ȓǐȖȠǶȝȖ ǜȂȓ

ȂǆȝƷǼǐॽ bǣǐ ǝȂƷǶ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝ ǦȖ ȝȂ ǌǐȝǐȓǻǦǼǐ Θǣǐȝǣǐȓ Ȃȓ ǼȂȝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǆƷǼ ǐǼƷǅǶǐ ǻȂǌǐǶȖ

ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ Ȃȝǣǐȓ ȖΞȖȝǐǻȖ ȝȂ ǅǐ ǐΝȝǐǼǌǐǌ ȝȂ Ʒ ǼǐΘ ȖΞȖȝǐǻǻȂȓǐ ǐАǆǦǐǼȝǶΞ ȝǣƷǼ ȖȝƷȓȝǦǼǝ

ȂΗǐȓ ƷǼǌ ΘǦȝǣȂȠȝ ǶȂȖȖ Ȃǜ ƷǆǆȠȓƷǆΞॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ Ȃǜ ǐƷǆǣ ǻȂǌǐǶ ȝΞȏǐ ȖǣȂΘǼ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽऄ ƷǼǌ bƷǅǶǐ ंॽऀ ǦȖ

ȝǣǐ ƷΗǐȓƷǝǐ Ȃǜ ःࣿ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝǶΞ ȝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖॽ

sǐ ЖǼǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽऄǆ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǦǼȝǐȓৄ ƷǼǌ ǦǼȝȓƷৄǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Ȃǜ

ȝǣǐ ǆƷȓǅȂǼ ƷȝȂǻȖ ǦȖ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐǌ ȖȠǅȖȝƷǼȝǦƷǶǶΞ ǅǐȝȝǐȓ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ƷǌƷȏȝǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷǼ ȝǣǐǦȓ ȠǼƷǌƷȏȝǐǌ

ǆȂȠǼȝǐȓȏƷȓȝȖॽ bǣǦȖ ǦȖ ǜȠȓȝǣǐȓ ȓǐЙǐǆȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ XB[� ΗƷǶȠǐȖ ǝǦΗǐǼ ǦǼ bƷৄ

ǅǶǐ ंॽऀॽ CȂȝǐॶ ǣȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȠǼƷǌƷȏȝǐǌ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ȖǣȂΘǼ ǦǼ $Ǧǝॽ ंॽऄǅ ǝǦΗǐ ǣǦǝǣǐȓ

ЖǌǐǶǦȝΞ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ȠǼƷǌƷȏȝǐǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ΘǣǦǶǐ ȠȖǦǼǝ ǜƷȓ

ǶǐȖȖ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ȂǼ ȏǐǼȝƷǼǐ ঳Ȗǐǐ bƷǅǶǐ ंॽऀ঴ॽ bǣǦȖ ȓǐȖȠǶȝ ǆƷǼ ǅǐ ƷȝȝȓǦǅȠȝǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ǣǦǝǣǐȓ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼৄ

ƷǶǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॶ ΘǣǦǆǣ ǻƷǴǐȖ ȝǣǐ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶ ǻȂȓǐ ȖǐǼȖǦȝǦΗǐ ȝȂ ǆǣƷǼǝǐȖ ǦǼ

ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॽ /Ǽ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ ǆƷȖǐॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖ ǼǐƷȓ ȝǣǐ ǐǼǌ Ȃǜ ȝǣǐ

ǣΞǌȓȂǆƷȓǅȂǼ ǆǣƷǦǼȖॶ ǶȂȂǴ ǣǦǝǣǶΞ ȖǦǻǦǶƷȓ ȝȂ ȝǣȂȖǐ Ȃǜ ȂǆȝƷǼǐॽ $Ȃȓ ȝǣǐ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ǆƷȖǐॶ ȝǣǦȖ ǦȖ ǼȂȝ ȝȓȠǐ

ƷȖ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॶ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ःॽऄ 	 ǆȠȝȂЍॶ Ȃǜ ȂǆȝƷǼǐ ǆƷȓǅȂǼ ȖǦȝǐȖ ΘǦǶǶ ƷǶǻȂȖȝ ǼǐΗǐȓ ǆȂǼȝƷǦǼ

ǅȂȝǣ ǐǼǌȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǆǣƷǦǼॶ ΘǣǦǆǣ ǦȖ ǶǦǴǐǶΞ ȝȂ ǣƷȏȏǐǼ ǦǼ ȏǐǼȝƷǼǐॽ �Ȗ Ʒ ȓǐȖȠǶȝॶ ȝȂ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǴǐȓǼǐǶॶ

ȂǆȝƷǼǐ ǶȂȂǴȖ ǻȂȓǐ ȖǦǻǦǶƷȓ ȝȂ ȏǐǼȝƷǼǐ ƷǼǌ Ǧȝ ǦȖ ƷǅǶǐ ȝȂ ǐΝȝȓƷȏȂǶƷȝǐ ΘǦȝǣ Ʒ ǶǦǻǦȝǐǌ ƷǻȂȠǼȝ Ȃǜ ǌƷȝƷॽ

bȂ ǐǻȏǣƷȖǦΣǐ ȝǣǐ ȠȝǦǶǦȝΞ Ȃǜ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॶ ǦǼ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǌǐȖǦǝǼǦǼǝ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ

ǻȂǌǐǶȖॶ Θǐ ǼȂȝǐ ȝǣǐ ȖȝƷȓǴ ǆȂǼȝȓƷȖȝ ǦǼ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ǅǐȝΘǐǐǼ ƷǌƷȏȝǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ȝȓƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ ƷǼǌ ΘǦȝǣȂȠȝ

ȠȖǦǼǝ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞॽ /Ǽ $Ǧǝॽ ंॽअॶ Θǐ ǐΝƷǻǦǼǐ ǌǦАǆȠǶȝǦǐȖ ȝǣƷȝ ƷȓǦȖǐ ǦǼ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ȝǣǐ ǐǼǌৄȝȂৄǐǼǌ ǆǣƷǦǼ

ǶǐǼǝȝǣȖ Ȃǜ ȖǦǼǝǶǐ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॽ ,ǐȓǐॶ ȝǣǐ ǼȂǼৄƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǅƷȖǐǌ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȝȓƷǦǼǐǌ
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Figure 3.6: Comparison of Transferability With and Without Active Learning. We show the end‐to‐end chain length
distribution for single and two species CG models trained with and without active learning. a) compared to the all‐atom
baseline, single species models are shown. Each CG curve is an average over the results of 40 models. The non‐active
learned models has seen one additional frame of octane data, while the active learning models see on average 1.7
frames of data. b) the same data is shown but for two species models. In this case, the non‐active learned models each
see 15 frames of octane data, while the active learning models see on average 15.2 additional frames.
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Table 3.1: Accuracy and Efficiency of Transferable Coarse Grained Models. The average number of all‐atom LAMMPS
calls over a set of 40 models, as well as the average total number of training frames in the GP, is reported for both
single‐ and two‐species models. In addition, we report the mean absolute force error on a test set, averaged over 10
models, as a percentage of the mean absolute force component (MAC) in each test frame, as well as the population error
of the averaged chain distance distribution from the all‐atom ground truth, defined in equation 3.25
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Figure 3.7: Insufficiency in Relative Energies Captured by Uncertainty. a) the end‐to‐end chain distance distribution
of an ensemble of 40 pentane models, each trained with 50 frames of data b) the distribution of mean absolute force
errors and c) the population errors defined in Eqn. 3.26 for the pentane ensemble as a function of training set size.
Red lines correspond to non‐monotonic trends, while black are monotonic. The insets show the mean and standard
deviation of the computed property (black), as well as the uncertainty defined in equation 3.26 averaged over models in
the ensemble and over molecules within the transition region (magenta). The uncertainty does not share an axis with the
force or population errors, but is simply a unitless quantity as described in the Methods d) the effect of adding different
types of data is shown. The carbon sites of a transition state molecule (blue) and unphysically stretched molecule (red)
are added as new data to a model having 50 frames of data. The resulting change in molecular uncertainty from the
baseline model is shown as a function of chain distance.
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ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǶǦǐȖ ΘǦȝǣǦǼ Ʒ ȓƷǼǝǐ =± ۶= ǦǼ ȝǣǐ ȝǐȖȝ Ȗǐȝॽ

/Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǼǌ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ ƷǼǌ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ ǐȓȓȂȓȖ ȖǣȂΘǼ ǦǼ

$Ǧǝॽ ंॽआǅॶ Θǐ ȏǶȂȝ ȝǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ UB$ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǦǼ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ंॽँअ঴ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ

Ȗǐȝ ȖǦΣǐ ǜȂȓ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ǻȂǌǐǶ ƷΗǐȓƷǝǐǌ ȂΗǐȓ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ȖȝƷȝǐ ȓǐǝǦȂǼॽ bǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ

ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǜȂǶǶȂΘȖ ȝǣǐ ǻȂǼȂȝȂǼǦǆ ȝȓǐǼǌ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓȠǐ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ ǐȓȓȂȓ ƷΗǐȓƷǝǐǌ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ

Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॶ ΘǣǦǶǐ ǦǼǌǦΗǦǌȠƷǶ ǻȂǌǐǶȖ ǌȂ ǼȂȝ ǼǐǆǐȖȖƷȓǦǶΞ ǜȂǶǶȂΘ ȖȠǆǣ ǻȂǼȂȝȂǼǦǆ ȝȓǐǼǌȖ ǦǼ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ

ǐȓȓȂȓȖॶ ƷȖ ǻǐǼȝǦȂǼǐǌ ƷǅȂΗǐॽ sǐ ȖȠǝǝǐȖȝ ȝǣƷȝॶ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ ΘǦǌǐ ΗƷȓǦƷȝǦȂǼ ƷǆȓȂȖȖ ǻȂǌǐǶȖॶ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ UB$

ःअ



ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǜȂȓ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ǻȂǌǐǶ ǌȂǐȖ ǼȂȝ ǼǐǆǐȖȖƷȓǦǶΞ ȏȓǐǌǦǆȝ ȝǣǐ ȝȓȠǐ ǐȓȓȂȓ Ȃǜ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼȖ ȂǼ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ

ǻȂǌǐǶॶ ǅȠȝ ȓƷȝǣǐȓ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐȖ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǐΝȏǐǆȝǐǌ ƷΗǐȓƷǝǐ ǐȓȓȂȓ Ȃǜ ƷǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॽ

sǐ ƷǶȖȂ ЖǼǌ ȝǣƷȝ ǜȂȓǆǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶƷǅǐǶȖ ƷǶȂǼǐ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼ UB$ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ ǦǼ Ʒ ǻǐƷǼǦǼǝǜȠǶ ΘƷΞॽ

/Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ȠȖǐǜȠǶǼǐȖȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐ ǌƷȝƷ ȝǣƷȝ ǦȖ Ʒǌǌǐǌ ǦȖ ƷǶȖȂ ȓǐЙǐǆȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ UB$ ȠǼǆǐȓৄ

ȝƷǦǼȝǦǐȖॶ ȖȠȏȏȂȓȝǦǼǝ ǦȝȖ ȠȖǐ ƷȖ Ʒ ǻǐȝȓǦǆ ǦǼ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝॽ bȂ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǦȖॶ Θǐ ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǐ

ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǌǐЖǼǐǌ ǅΞ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ंॽँअ঴ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǜȂȓ ȝΘȂ ǌǦЍǐȓǐǼȝ

ȖǆǐǼƷȓǦȂȖॽ [ȝƷȓȝǦǼǝ ǜȓȂǻ Ʒ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ǻȂǌǐǶ ȝȓƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ ऄࣿ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ ȏǐǼȝƷǼǐ ǜȂȓǆǐ ǌƷȝƷॶ Θǐ ǆȂǻৄ

ȏȠȝǐ ܿ(=) ȂǼ ƷǼ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ȝǐȖȝ Ȗǐȝॽ [ȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ȝǣǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖ ǦǼ Ʒ

ǻȂǶǐǆȠǶǐ ΘǣȂȖǐ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǶǦǐȖ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ȓǐǝǦȂǼ ঳∼ ःॽइ 	ॶ ǻȂǌǐǶ �঴ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ

ȝǣǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼ Ȃǜ ȖǦȝǐȖ ǦǼ Ʒ Ȗȝȓǐȝǆǣǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶǐ Ȃǜ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ∼ अॽं 	ॶ ǻȂǌǐǶ �ॽ bǣǐ Ȗȝȓǐȝǆǣǐǌ ǆȂǼৄ

ЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǦǼ ǻȂǌǐǶ � ǦȖ ǣǦǝǣǶΞ ǐǼǐȓǝǐȝǦǆƷǶǶΞ ȠǼǜƷΗȂȓƷǅǶǐॶ ƷǼǌ Θǐ ǐΝȏǐǆȝ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ǌƷȝƷ ΘȂȠǶǌ ǣƷΗǐ Ʒ

ǶǐȖȖ ǻǐƷǼǦǼǝǜȠǶ ǦǻȏƷǆȝ ȂǼ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ UB$ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ǻȂȓǐ ΘǐǶǶৄǐΝȏǶȂȓǐǌ

ȓǐǝǦȂǼȖ Ȃǜ ȏǣƷȖǐ ȖȏƷǆǐॽ

/Ǽ $Ǧǝॽ ंॽआǆॶ Θǐ ȏǶȂȝ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐȖ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖॶ ܿ(=) − ܿ�,�(=)ॶ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ǅƷȖǐǶǦǼǐ

ǻȂǌǐǶ ƷǼǌ ǻȂǌǐǶȖ � ƷǼǌ � ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐॽ /Ǽǌǐǐǌॶ ȝǣǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ȖȝƷȝǐ ǻȂǌǐǶ ȖǣȂΘȖ

Ʒ ȖǣƷȓȏǐȓ ǌǐǆȓǐƷȖǐ ǦǼ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȂΗǐȓƷǶǶ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ Ȗȝȓǐȝǆǣǐǌ ǻȂǌǐǶॶ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ǦǼǌǦǆƷȝǦǼǝ ȝǣƷȝ

ȝǣǐ ǶȂǆƷǶ UB$ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ Ʒȓǐ ǆƷȏƷǅǶǐ Ȃǜ ǦǌǐǼȝǦǜΞǦǼǝ ǣȂΘ ǜȂȓǆǐ ǌƷȝƷ ΘǦǶǶ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼ ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌৄ

ǦǼǝ UB$ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖॽ

ं৷आ �әәӢӅӢӏӹӅԮ ҷӹӋ [ԚҷӂӢӲӢԚԮ Ԁә �%BԀӋӏӲԓ

bǣǐ ǅǐǼǐЖȝȖ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ Ʒȓǐ ȝΘȂ ǜȂǶǌॽ $ǦȓȖȝ ƷǼǌ ǜȂȓǐǻȂȖȝॶ ȝǣǐ ȓǐǌȠǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ

ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ȝȓƷǆǴǐǌ ȝǣȓȂȠǝǣȂȠȝ ȝǣǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ȓǐǌȠǆǐȖ ȝǣǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǆȂȖȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȖǦǻৄ

ȠǶƷȝǦȂǼ ȂǼ Ʒ ȏǐȓ Ȗȝǐȏ ǅƷȖǦȖॽ HǼǆǐ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǐǌ [%U৚Ȗ Ʒȓǐ ǻƷȏȏǐǌॶ ȏǐǼȝƷǼǐ ƷǼǌ ȂǆȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ

ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǐǌ ǦǼ =�BBU[ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ǜȂȓ ँऄࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖ ƷǼǌ Ʒ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ऀ ǜȖ Ʒȝ

ःआ



ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॽ bǣǐ ǌƷǻȏǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ Ȃǜ ȝǣǐ CȂȖǐৄ,ȂȂΗǐȓ ȝǣȓǐǻȂȖȝƷȝ ǦȖ Ȗǐȝ ȝȂ ऀࣿࣿ ȝǦǻǐȖ

ȝǣǐ ȝǦǻǐȖȝǐȏॽ UȓȂǌȠǆȝǦȂǼ ȓȠǼȖ ȝȂ ƷǆȒȠǦȓǐ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ȓȠǼ ǜȂȓ ःࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖॶ

ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǜȓƷǻǐȖ ǐΗǐȓΞ ःࣿࣿ ȖȝǐȏȖॽ

sǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ƷǶȖȂ ȝǣǐ ǐАǆǦǐǼǆΞ ȝǣƷȝ ǦȖ ǝƷǦǼǐǌ ȂΗǐȓ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ B=�%ǻȂǌৄ

ǐǶȖॽ sǣǦǶǐ Θǐ ǣƷΗǐ ȠȖǐǌ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ ƷȖ ȂȠȓ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐॶ ȝǣǦȖ Ǽǐǐǌ

ǼȂȝ ǅǐ ȝǣǐ ǆƷȖǐॽ �ǐǆƷȠȖǐ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ Ʒȓǐ ǝǐǼǐȓƷǶǶΞ ȒȠǦȝǐ ǜƷȖȝॶ ƷǼǌ ǼȂȝ ǼǐƷȓǶΞ ƷȖ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ƷȖ

B=ǻȂǌǐǶȖॶ ǆȂǻȏƷȓǦǼǝ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ȝǣǐǻ ΘȂȠǶǌ ǼȂȝ ǅǐ Ʒ ǜƷǦȓ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼॽ /Ǽৄ

ȖȝǐƷǌॶ Θǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ǐАǆǦǐǼǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ �%ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ƷǼ ƷǶǶৄ

ƷȝȂǻ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȖΞȖȝǐǻॽ sǐ ȖǣȂΘ ȝǣǦȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻȖॶ

ǅȠȝ ȝǣǐ ȂǆȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂǶǶȂΘ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȝȓǐǼǌ ƷȖ ȝǣǐǦȓ ǌǐǼȖǦȝǦǐȖ Ʒȓǐ ǣǦǝǣǶΞ ȖǦǻǦǶƷȓॽ /Ǽ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ

$ǦǝȠȓǐ ंॽइॶ Θǐ ǆƷǼ Ȗǐǐ ǆǶǐƷȓǶΞ ȝǣǐ ȖȠǅȖȝƷǼȝǦƷǶ ǝƷǦǼ ǦǼ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ Ȗȏǐǐǌ ΘǦȝǣ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ /Ǽ

ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ΘǣǦǆǣ ǣƷΗǐ ȖǣȂΘǼ ȝȂ ǅǐ ȒȠǦȝǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ Ʒȓǐ ǜƷȖȝǐȓ ǅΞ Ʒ ǜƷǆȝȂȓ Ȃǜ

ंࣿৄःࣿॽ

/Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ȓǐǻȂΗǦǼǝ ǜƷȖȝ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ ǝȓǐƷȝǐȓ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ ȝȂ ǅǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ǐǼǣƷǼǆǐ

ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǐАǆǦǐǼǆΞॽ ,ǐȓǐ Θǐ ȖǣȂΘ ȝǣǐ ȖȝƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȂȠȓ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ǶƷȓǝǐȓ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ

ȝǦǻǐȖȝǐȏȖॽ sǐ ȏǐȓǜȂȓǻ ȝǣǐ ƷǼƷǶΞȖǦȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ ǶǦȒȠǦǌ ȖΞȖȝǐǻॶ ǅȠȝ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǆȂǼৄ

ǆǶȠȖǦȂǼȖ ǣȂǶǌ ǜȂȓ ȂǆȝƷǼǐ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǌǐǼȖǦȝǦǐȖ ƷǼǌ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ǣǦǝǣǶΞ ȖǦǻǦǶƷȓॽ

�ǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǣΞǌȓȂǆƷȓǅȂǼȖ ΘȂȠǶǌ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ȠȖǐ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ࣿॽऄৄऀ ǜȖॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ

ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȏȓǐȖǐǼȝǐǌ ǜȂȓ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ƷǶǶ ȂǅȝƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ Ʒ ऀ ǜȖ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ Ȗȝǐȏ ǦǼ

Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǐǼȖȠȓǐ ǜƷǦȓ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼॽ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ $ǦǝȠȓǐ ंॽई ȖǣȂΘȖ ȝǣƷȝ ǦǼ ǜƷǆȝॶ ǜȂȓ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ȖǦΣǐȖ

ǅǐȝΘǐǐǼ ँৄऄ ǜȖॶ ȝǣǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ �%ǻȂǌǐǶȖ ȓǐǻƷǦǼȖ ȖȝƷǅǶǐॶ ƷǼǌ Ʒ ǶƷȓǝǐȓ

ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ Ȗȝǐȏ ǆȂȠǶǌ ǅǐ ȠȖǐǌ Ǧǜ ǌǐȖǦȓǐǌॽ HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ Θǐ ЖǼǌ ȝǣƷȝ ƷǅȂΗǐ ँ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ ǜȂȓ

ȝǣǐ ƷǶǶ ƷȝȂǻǻȂǌǐǶॶ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ǼȂ ǶȂǼǝǐȓ ȓǐǻƷǦǼ ȖȝƷǅǶǐॽ $Ƞȓȝǣǐȓॶ ȝǣǦȖ ƷȓǝȠǻǐǼȝ ǦȖ ȖȝȓǐǼǝȝǣǐǼǐǌ

ǅΞ ǆȂǼȖǦǌǐȓǦǼǝ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌȓǦǜȝ ǦǼ Cq� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॶ ȖǣȂΘǼ ǦǼ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ $ǦǝȠȓǐ ंॽऀࣿॽ ,ǐȓǐॶ

ȝǣǐ ँ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ƷǶȓǐƷǌΞ ǅǐǝǦǼȖ ȝȂ ȖǣȂΘ ƷȏȏȓǐǆǦƷǅǶǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌȓǦǜȝॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ �%
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ǻȂǌǐǶȖ ǌȂ ǼȂȝॽ

Figure 3.8: Performance comparison between CG and AA models. The number of timesteps per second is shown for
single species CG, two species CG, and two species all‐atom models. These computations are all performed with a single
CPU on an Intel Icelake node. A custom compilation of LAMMPS using the flare pair style was used to run mapped GP
models.
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Figure 3.9: Radial Distribution Functions of Large‐Timestep CG Models. Distributions are shown for single‐species
Gaussian process models of pentane using various time steps. All models are the same as those in the main text, with
the mapped simulations using different integration steps.

Figure 3.10: Energy drift of CG models with different timesteps. Energy drift for simulations performed in the NVE en‐
semble. All models were run for 1.2 million time steps. The all‐atom model used here is the OPLS model for efficiency,
rather than the Gaussian process.
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ȏȓȂǅǐ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ƷǼǌ ǴǦǼǐȝǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ǻƷȝȝǐȓ Ʒȝ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼॽ Hǜ ǆǐǼȝȓƷǶ Ǧǻৄ

ȏȂȓȝƷǼǆǐ ȝȂ B� ǦȖ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ȠȖǐǌ ȝȂ ǆƷȏȝȠȓǐ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ƷȝȂǻȖॽ

sǣǦǶǐ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ǌǐȓǦΗǐǌ ǜȓȂǻ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼ ǣƷΗǐ ǌȂǻǦǼƷȝǐǌ ȝǣǐ

ЖǐǶǌ ǜȂȓ ǻƷǼΞ ǌǐǆƷǌǐȖॶ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ ȏȓȂǣǦǅǦȝǦΗǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǅȠȓǌǐǼ Ȃǜ ǖǤ ȅțȅȼȅȡǻǐȝǣȂǌȖॶ ȏȓȂǝȓǐȖȖ

ǦǼ ȖȝƷȝǐৄȂǜৄȝǣǐৄƷȓȝ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌȖ ǣƷȖ ǣǐǶȏǐǌ ȝȂ ǦǼǆȓǐƷȖǐ ȝǣǐ Ȗȏǐǐǌ ƷǼǌ ȖǦΣǐ Ȃǜ ȖǦǻȠǶƷৄ

ȝǦȂǼȖ ΘǣǦǶǐ ȓǐƷǆǣǦǼǝ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ƷǆǆȠȓƷǆΞँँॶऀࣿॶऀऀॶइॶईॶऀॽ bǣǐȖǐ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝȖ ǣƷΗǐ ȂȏǐǼǐǌ ȠǼȏȓǐǆǐǌǐǼȝǐǌ

ǆƷȏƷǅǦǶǦȝǦǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶǦǼǝ Ȃǜ ȏǣƷȖǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼȖॶ ȖȠȓǜƷǆǐ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼॶ ǆƷȝƷǶΞȝǦǆ ȓǐƷǆȝǦȂǼȖॶ ƷǼǌ

ǅǦȂǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǆȂǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼƷǶ ǆǣƷǼǝǐȖऀँॶँंॶइँॶँॶइंॶइःॶऀअॶइऄॶइअॶइआॶइइॶइईॽ

�ΝǦȖȝǦǼǝ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ঳B=$$঴ ǻǐȝǣȂǌȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ȖǣȂΘǼ ȝȂ ΗǐȓΞ ǐǜৄ

ǜǐǆȝǦΗǐ Ʒȝ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ ঳U�[঴ Ȃǜ ȝǣǐ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐ ȒȠƷǼȝȠǻǻǐৄ

ǆǣƷǼǦǆƷǶ ǻȂǌǐǶॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǅǐǆƷȠȖǐ ȝǣǐΞ ǦǼǆǶȠǌǐ ƷǶǶ Ȃǜ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ঳�H$Ȗ঴ॶ

ȝǣǐΞ ȓǐȒȠǦȓǐ ȖǻƷǶǶ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ ȝȂ ȓǐȖȂǶΗǐ ǜƷȖȝ ƷȝȂǻǦǆ ǻȂȝǦȂǼॶ ΘǣǦǶǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐǶΞ ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ

ǜȂȓǆǐȖ ȂǼ ƷǶǶ �H$Ȗॽ bǣǦȖ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼ ǦȖ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓǶΞ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ǜȂȓ ǌǐȖǆȓǦǅǦǼǝ ȖȂǜȝ ǻƷȝȝǐȓ ȏǣǐǼȂǻǐǼƷ

ǆǣƷȓƷǆȝǐȓǦΣǐǌ ǅΞ Ʒ ΘǦǌǐ ȓƷǼǝǐ Ȃǜ ȝǦǻǐ ȖǆƷǶǐȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǦǼ ǌΞǼƷǻǦǆȖ Ȃǜ ǶǦȒȠǦǌ ǆȓΞȖȝƷǶ ȂȓǌǐȓǦǼǝॶ ȏȂǶΞৄ

ǻǐȓ ȓǐȏȝƷȝǦȂǼॶ ƷǼǌ ȏȓȂȝǐǦǼ ǆȂǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼॽ �ȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ঳�%঴ ǻǐȝǣȂǌȖ ǣƷΗǐ ǶȂǼǝ ǅǐǐǼ ȠȖǐǌ ȝȂ

ƷǌǌȓǐȖȖ ȝǣǦȖ ǦȖȖȠǐ ǅΞ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦǼǝ ȂȠȝ ǜƷȖȝ �H$Ȗॶ ƷǶǶȂΘǦǼǝ ǜȂȓ ǶƷȓǝǐȓ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ ƷǼǌ ǜǐΘǐȓ ǜȂȓǆǐ ǆƷǶǆȠǶƷৄ

ȝǦȂǼȖॽ BȂȖȝ ΘǦǌǐǶΞ ȠȖǐǌ Ʒȓǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ঳�%$$Ȗ঴ ΘǦȝǣ ȖǦǻȏǶǐ ЖΝǐǌ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻȖ

ȏƷȓƷǻǐȝǐȓǦΣǐǌ ৘ȝȂȏৄǌȂΘǼ৘ ȝȂ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ȂǅȖǐȓΗƷȝǦȂǼȖंऀॶँःॶंࣿॶःऄॶंःॶ ΘǣǦǶǐ ৘ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ৘

�%$$Ȗ Ʒȓǐ ǌǐȓǦΗǐǌ ǜȓȂǻ Ʒ ЖΝǐǌ ǻǦǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǻȂǌǐǶंँॶंंॽ bǣǐ ǶƷȝȝǐȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ƷȏȏǐƷǶǦǼǝ

ȖǦǼǆǐ ȝǣǐȓǐ ǦȖ Ʒ ȓǦǝȂȓȂȠȖ ΘƷΞ ȝȂ ǻƷǦǼȝƷǦǼ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǐǼȖǐǻǅǶǐȖ

Ȃǜ ȝǣǐ ȝΘȂ ȖǆƷǶǐȖ Ȃǜ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼॽ /Ǽ ȝǣǐ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ �%ǻȂǌǐǶॶ ȝǣǐ ǐЍǐǆȝǦΗǐ ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ

ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ ǦȖ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ঳UB$঴ंँॶंंॶंअॶ Ȃȓ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ Ȃǜ ȝǣǐ

ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ �% ȖΞȖȝǐǻॶ ΘǣǦǆǣ ƷǆǆȂȠǼȝȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ǐǼȝȓȂȏΞ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ঳��঴ ЖǼǐৄǝȓƷǦǼ ǆȂǼЖǝȠȓƷৄ

ȝǦȂǼȖॽ

[ǐΗǐȓƷǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǜȂȓ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝǣǐ ǦȝǐȓƷৄ
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ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝǶΞ ȝƷȓǝǐȝ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ঳X�$঴ Ȃǜ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ȖΞȖȝǐǻȖंअॶंआॽ �ǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐǶΞॶ

ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǐǼȝȓȂȏΞ ǻǦǼǦǻǦΣƷȝǦȂǼ ঳X�B঴ंंॶईࣿ ǣƷȖ ȏȓȂΗǐǼ ȝȂ ƷǦǌ ǦǼ ȝǣǐ ȝƷȖǴ Ȃǜ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ȖȝȓȠǆৄ

ȝȠȓƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǆȂȓȓǐǆȝǶΞ ǆƷȏȝȠȓǐ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌ ǅǐǣƷΗǦȂȓॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǅȂȝǣ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȖȠЍǐȓ

ǜȓȂǻ ΗƷȓǦȂȠȖ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ /�/ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ǶǦǻǦȝǐǌ ǦǼ ǦȝȖ ƷǅǦǶǦȝΞ ȝȂ ȓǐȏȓȂǌȠǆǐ ƷǆǆȠৄ

ȓƷȝǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ ȂȠȝȖǦǌǐ Ȃǜ ȝǣǐ X�$ Ǧȝ ǦȖ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ X�B ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȓǐȒȠǦȓǐȖ

ǆȂǻȏƷȓƷȝǦΗǐǶΞ ǐΝȏǐǼȖǦΗǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ Ǽǐǐǌ Ȃǜ ǻȠǶȝǦȏǶǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ঳B�঴ ȖǦǻȠǶƷৄ

ȝǦȂǼȖ ȝȂ ȖǐǶǜৄǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝǶΞ ǆȂǼΗǐȓǝǐ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶॽ /ȝ ǦȖ ƷǶȖȂ ȏȂȖȖǦǅǶǐॶ ǣȂΘǐΗǐȓॶ ȝȂ ǶǐƷȓǼ ȝǣǐ UB$ ǅΞ

ȓǐǝȓǐȖȖǦǼǝ ǦȝȖ ǝȓƷǌǦǐǼȝȖ ȝȂ ǻƷȝǆǣ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ƷΗǐȓƷǝǐȖ Ȃǜ ǜȂȓǆǐȖ ȂǼ ȝǣǐ �% ȖǦȝǐȖंँॶईऀॽ �ȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ

/�/ ǻǐȝǣȂǌȖॶ ȝǣǐȖǐ ǜȂȓǆǐৄǻƷȝǆǣǦǼǝ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ Ʒȓǐ ǆƷȏƷǅǶǐ Ȃǜ ǆƷȏȝȠȓǦǼǝ Ʒ ΘǦǌǐȓ ƷȓȓƷΞ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ

ƷǼǌ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ΘǣǦǶǐ ǅǐǦǼǝ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ǜƷȖȝǐȓ ȝȂ ȝȓƷǦǼ ȝǣƷǼ X�BǻǐȝǣȂǌȖॽ

�ǐȖȏǦȝǐ ȝǣǐǦȓ ƷȏȏǐƷǶॶ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ �% ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȂǜȝǐǼ ȓǐȒȠǦȓǐ ǆȂǻȏǶǐΝ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻȖ ȝȂ

ǆƷȏȝȠȓǐ ǻƷǼΞ ǅȂǌΞ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖॽ �Ȗ ȖȠǆǣॶ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ঳B=঴ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǣƷΗǐ ǐǻǐȓǝǐǌ ƷȖ Ʒ

ȏȓȂǻǦȖǦǼǝ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǦȖ ǦȖȖȠǐऄऄॶअࣿॶऄइॶऄईॶईऀॶईࣿॽ bǣǐȖǐ B= �%$$Ȗ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ȖǣȂΘǼ ȝȂ ǅǐ ǆƷȏƷǅǶǐ

Ȃǜ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ǻȂǌǐǶǦǼǝ Ȃǜ ȏȓȂȝǐǦǼ ǣΞǌȓƷȝǦȂǼ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖऄऄॶ ǱȂǦǼȝ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ǦǼΗǐȓȖǐ

�% ȝȂ ��ǻƷȏȏǦǼǝȖऄईॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ƷǼǌ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ ƷǆȓȂȖȖ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȖȏƷǆǐȖईऀॽ

BȂȓǐȂΗǐȓॶ B= ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȏȓǐȖǐǼȝ Ʒ ǻȂȓǐ ȏȓȂǻǦȖǦǼǝ ǻǐƷǼȖ Ȃǜ ƷǆǆȠȓƷȝǐǶΞ ǆƷȏȝȠȓǦǼǝ ǣǦǝǣǐȓৄȂȓǌǐȓ

ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǣƷǌ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ǅǐǐǼ ǶǦǻǦȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ȖǦǻȏǶǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǜȂȓǻȖ Ȃǜ ǦǼȝǐȓƷǆৄ

ȝǦȂǼȖईࣿॽ

/Ǽ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȠȓȓǐǼȝ ȖȝƷȝǐৄȂǜৄȝǣǐৄƷȓȝ ǦǼ B= �%$$ǻǐȝǣȂǌȖॶ ƷǼǌ ǻȂȝǦΗƷȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ȓǐǆȂǝৄ

ǼǦΣǐǌ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ȝǣǐ ЖǐǶǌईँॶ Θǐ ȏȓȂȏȂȖǐ Ʒ ǻǐȝǣȂǌ ȝǣƷȝ ȂȏǐǼȖ ǼǐΘ ȓǐȖǐƷȓǆǣ ƷΗǐǼȠǐȖ ǜȂȓ ǐΝȏǶȂȓǦǼǝ

ȖȂǻǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȂȠȝȖȝƷǼǌǦǼǝ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǦǼ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ

bǣǐ ЖȓȖȝ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐ ǦȖ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷǅǦǶǦȝΞॶ Ȃȓ ǆȂȓȓǐǆȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼ ǅΞ ȝǣǐ �%ǻȂǌǐǶ

Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ȏȓǐȖȖȠȓǐȖॶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖॶ Ȃȓ ǐǼȝȓȂȏǦǐȖॶ ǦǼ ƷǆǆȂȓǌ ΘǦȝǣ ȝǣǐ

�� ȓǐǜǐȓǐǼǆǐॽ �ΝǦȖȝǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌȖ ȓǐǶΞ ȂǼ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝǶΞ ǜȓȂǻ ȝǣǐ

ऄं



ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȖǐȏƷȓƷȝǐǶΞ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ईंॶ ƷǼǌ ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ ǌȂ ǼȂȝ

ǐǼǜȂȓǆǐ ǐΝƷǆȝ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼǆΞ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ �� ƷǼǌ �%ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǐ ǻǐȝǣȂǌ ǜȂȓǻȠǶƷȝǐǌ ǣǐȓǐǦǼ ȂЍǐȓȖ Ʒ

ȓǦǝȂȓȂȠȖॶ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ΘƷΞ Ȃǜ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝǣǐ UB$ ƷǼǌ Ȃȝǣǐȓ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȖȠǅǱǐǆȝ ȝȂ ǐΝƷǆȝ

ǆȂǼȖȝȓƷǦǼȝȖॽ

�ǼȂȝǣǐȓ ǆƷȏƷǅǦǶǦȝΞ ǻǦȖȖǦǼǝ ǦǼ ǐΝǦȖȝǦǼǝ �%$$ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ǻȠǶȝǦǻȂǌƷǶ ǶǐƷȓǼǦǼǝॶ Ȃȓ ȝǣǐ ƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ

ǻȂǌǐǶ ȝȂ ǐАǆǦǐǼȝǶΞ ȠȝǦǶǦΣǐ ǻȠǶȝǦȏǶǐ ȝΞȏǐȖ Ȃǜ ƷΗƷǦǶƷǅǶǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ǜȓȂǻ �� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ �ȠȓȓǐǼȝ

ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌȖ ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ȂǼǶΞ ȠȖǐ ƷΗǐȓƷǝǐ �� ǜȂȓǆǐȖ ǜȂȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝॶ ƷǼǌ ȝǣǦȖ ȓǐৄ

ȖȠǶȝȖ ǦǼ ȏȂȂȓ ȖƷǻȏǶǐ ǐАǆǦǐǼǆΞ ƷǼǌ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ईऀॶईࣿॶआइॽ sǣǦǶǐ ȖȂǻǐ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ǻȂǌǐǶȖ

Θǐȓǐ ǌǐȖǦǝǼǐǌ ȝȂ ǶǐƷȓǼ ǜȓȂǻ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǌǐǼȖǦȝǦǐȖईःॶईऄॶ ȝǣǐ UB$

ȓǐǻƷǦǼȖ ЖΝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȏȓȂǆǐǌȠȓǐ ƷȖ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖ Ʒȓǐ ǦǼǆȂȓȏȂȓƷȝǐǌ ƷǼǌ ǦȖ ǣǐǼǆǐ ǼȂȝ

ǦǻȏȓȂΗǐǌॽ /Ǽ ǆȂǼȝȓƷȖȝॶ ȂȠȓ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǜȂȓǻƷǶǦȖǻ ǆƷǼ ǐАǆǦǐǼȝǶΞ ȠȝǦǶǦΣǐ ǻȠǶȝǦȏǶǐ ȝΞȏǐȖ Ȃǜ ƷΗƷǦǶƷǅǶǐ

ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷॶ ȓǐƷǌǦǶΞ ƷΗƷǦǶƷǅǶǐ ǜȓȂǻ ЖǼǐৄǝȓƷǦǼǐǌ �� ȖƷǻȏǶǦǼǝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॶ ǦǼ Ʒ ǻƷǼǼǐȓ ȝǣƷȝ ȖǦǻȠǶৄ

ȝƷǼǐȂȠȖǶΞ ǦǻȏȓȂΗǐȖ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ƷǼǌ ȓǐǶƷȝǐǌ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ

ǆȂǼȖǦȖȝǐǼǆΞ ǐǼǜȂȓǆǐǌ ƷǻȂǼǝ ȝǣǐǻॽ

=ƷȖȝǶΞॶ Θǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ȂȠȓ ǼǐΘǻǐȝǣȂǌȂǶȂǝΞ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐȖ Ʒ ǼǐΘ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼ ǦǼ ǐΝȏǶȂȓǦǼǝ Ʒ ΘǦǌǐ ȓƷǼǝǐ

Ȃǜ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ƷǼǌ ȝǣǐ ȏȂȖȖǦǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝǶΞ ȖǦǻȠǶƷȝǦǼǝ ȖΞȖȝǐǻȖ ȠǼǌǐȓ ȝǣǐ ǦǼЙȠǐǼǆǐ Ȃǜ

ǐΝȝǐȓǼƷǶ ЖǐǶǌȖॽ CȂȝƷǅǶΞॶ ǅȂȝǣ �� ƷǼǌ �%ǻȂǌǐǶȖ ǣƷΗǐ ǶƷǆǴǐǌ ȝǣǦȖ ǆƷȏƷǅǦǶǦȝΞ ȖȂ ǜƷȓॽ HȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ

ƷǌǌȓǐȖȖǐȖ ȝǣǦȖ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐ ǅΞ ǐǼǌȂΘǦǼǝ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǅǶǐ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ƷȓǅǦȝȓƷȓΞ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ǦǼȏȠȝȖ ȝǣƷȝ

ǆƷǼ ǅǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ǶǐƷȓǼ ƷǼǌ ȏȓǐǌǦǆȝ �%ৄǶǐΗǐǶ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ƷǼΞ Ȃȓǌǐȓॽ bǣǐ ȠǼǦЖǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ

ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǐΝǣǦǅǦȝȖ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǐАǆǦǐǼǆΞ ƷǼǌ ƷǆǆȠȓƷǆΞॽ HȠȓ ΘȂȓǴ ƷǶȖȂ ǐΝȝǐǼǌȖ

ȓǐǆǐǼȝ ΘȂȓǴȖ ȂǼ [ȂǅȂǶǐΗ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ǝȓȂȠǼǌৄȖȝƷȝǐ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ईअॶईआ ȝȂ ȝǣǐ ǆƷȖǐ Ȃǜ

ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ΘǦȝǣ ƷȓǅǦȝȓƷȓΞ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ƷǼǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐॽ

/Ǽ ȝǣǦȖ ǆǣƷȏȝǐȓॶ Θǐ ȏȓǐȖǐǼȝ ȝǣǐ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǦǼ ǝǐǼǐȓƷǶ ȝǐȓǻȖ ƷǼǌ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞ ǜȂǆȠȖ ȂǼ Ʒ ȓǐȏȓǐৄ

ȖǐǼȝƷȝǦΗǐ ǐΝƷǻȏǶǐ ȝȂ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǐ ǦȝȖ ǅǐǼǐЖȝॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ Θǐ ǦǼǆǶȠǌǐ ȝǣǐ ǻǐƷǼ �� ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖ

ƷȖ ƷǼ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȠǼȠȖǐǌ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝƷȓǝǐȝ ǜȂȓ �% ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖॽ sǐ ȖǣȂΘ ȝǣƷȝ ȖȠǆǣ ǐǼǐȓǝΞৄ

ऄः



ǦǼǜȂȓǻǐǌ �%ǻȂǌǐǶȖ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐǶΞ ǆƷȏȝȠȓǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐȖ ƷǼǌ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ

ΘǦȝǣ ǜƷȓ ǶǐȖȖ ǌƷȝƷॶ ȖȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞ ǦǼ ȖǆǐǼƷȓǦȂȖ ΘǦȝǣ ǻȠǶȝǦȏǶǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǻǦǼǦǻƷॽ sǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐȖǐ

ȏȓǦǼǆǦȏǶǐȖ ЖȓȖȝ ȂǼ Ʒ ȖǦǻȏǶǐ ǻȂǌǐǶ ȖΞȖȝǐǻ ȠȖǦǼǝ Ʒ ǴǐȓǼǐǶৄǅƷȖǐǌ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ƷǼǌ ǜȠȓȝǣǐȓ ΘǦȝǣ ƷǼ ǐȒȠǦΗৄ

ƷȓǦƷǼȝ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ �% ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ Ȃǜ ǣǐΝƷǼǐॶ ǣǦǝǣǶǦǝǣȝǦǼǝ ǣȂΘ ƷǆǆȠȓƷȝǐǶΞ

ǆȂǻȏǶǐΝ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ȏȓǐȖǐȓΗǐǌॶ ƷǼǌ ǆȂǼЖȓǻǦǼǝ ȝǣǐ ȠȝǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȂȠȓ ǜȂȓǻƷǶǦȖǻॽ

ः৷ऀ UӟԮԓӢӅԓ /ӹәԀԏӸӏӋ $ԀԏӅӏ৳BҷԚӅӟӢӹӚ

=ǐȝ ȠȖ ǆȂǼȖǦǌǐȓ Ʒ ȖΞȖȝǐǻ ΘǦȝǣ ǻǦǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ঳��঴ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞe(Ȳ, ܷǖ) ȝǣƷȝ ǌǐȏǐǼǌȖ ǦǼ

Ʒ ǝǐǼǐȓƷǶ ǼȂǼǶǦǼǐƷȓ ΘƷΞ ȂǼ ȝǣǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ț ƷȝȂǻǦǆ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ Ȳ ≡ {Ȳȅ} ∈ Rࣤțॶ ƷǼǌ ƷȓǅǦȝȓƷȓΞ ȏƷȓƷǻǐৄ

ȝǐȓȖ ܷǖॽ bǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ܷǖ ǆƷǼ ǅǐ ǶȂǆƷǶ Ȃȓ ǝǶȂǅƷǶ ƷǼǌ ǦǼǆǶȠǌǐ ȝǣǐ �ȓƷΗƷǦȖ ǶƷȝȝǦǆǐ ΗǐǆȝȂȓȖ ঳Ȃȓ ΗȂǶȠǻǐ঴

ƷǼǌ ƷǼΞ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ǜȂȓǆǐȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ǐǶǐǆȝȓǦǆ ЖǐǶǌॶ ǻƷǝǼǐȝǦǆ ЖǐǶǌॶ ǐǶǐǆȝȓȂȖȝƷȝǦǆ Ȃȓ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶॶ

ǐȝǆॽ bǣǐ ǆȂǼǱȠǝƷȝǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ∂e/∂ܷǖ Ʒȓǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝǶΞ ȖȝȓǐȖȖ ঳Ȃȓ ȏȓǐȖȖȠȓǐ঴ॶ ȏȂǶƷȓǦΣƷȝǦȂǼॶ ǻƷǝǼǐৄ

ȝǦΣƷȝǦȂǼॶ ǆǣƷȓǝǐ Ȃȓ ȏƷȓȝǦǆǶǐ ǼȠǻǅǐȓॽ bǣǦȖ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣƷȝǦȂǼ ǆƷǼ ǅǐ ƷȏȏǶǦǐǌ ȝȂ ǶȂΘǐȓৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ǆȂƷȓȖǐ

ǝȓƷǦǼǐǌ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǐ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॽ

bǣǦȖ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ ǦȖ ƷǆǣǦǐΗǐǌ ǅΞ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦǼǝ ȂΗǐȓ Ȳॶ ȝǣǐ ț ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ ঳�H$Ȗ঴

Ȃǜ ȝǣǐ ǻǦǆȓȂȖǆȂȏǦǆ �� ȖΞȖȝǐǻॶ Ʒȝ Ʒ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ΗƷǶȠǐ Ȃǜ ǦǼΗǐȓȖǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ܮ = ࣢/ȓ�b ȝȂ ȂǅȝƷǦǼ ȝǣǐ

ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞs(X, ܷǖ, (ܮ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ঳�%঴ ȖΞȖȝǐǻ ƷȖ Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ܷǖ ƷǼǌ ȝǣǐC

�%�H$ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖX ≡ {X/} ∈ RࣤC ǌǐЖǼǐǌ ǅΞ ȝǣǐRࣤț → RࣤC ǻƷȏȏǦǼǝX/ = B/(Ȳ) ǜȂȓ ǐƷǆǣ

�%�H$ /ॽ /Ǽ ǻƷǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆȖॶ ƷǶǶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ �H$Ȗ Ʒȓǐ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐǌ ȂȠȝ ǜȠǶǶΞॶ ΘǦȝǣ ȝǣǐ

ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǐȏǐǼǌǦǼǝ ȂǼǶΞ ȂǼ ǝǶȂǅƷǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ΗȂǶȠǻǐ ƷǼǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॽ /Ǽ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ

ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝॶ ȝǣǐ Ȗǐȝ Ȃǜ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖX ȝΞȏǦǆƷǶǶΞ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌ ȝȂ ȏȂȖǦȝǦȂǼȖ Ȃǜ �% ǅǐƷǌȖॶ

Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǻƷȏ ƷǼǌ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞs ǦȖ ȓǐǜǐȓȓǐǌ ȝȂ ƷȖ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ঳UB$঴ॽ sǐ ǆȂǼৄ

ȖǦǌǐȓ ȝǣǐ ǶƷȝȝǐȓ ǆƷȖǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴॶ ǅȠȝ ȝǣǐ ǜȂȓǻƷǶǦȖǻ ǝǐǼǐȓƷǶǶΞ ƷȏȏǶǦǐȖ ȝȂ ƷǼΞ ȝΞȏǐ Ȃǜ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶǦȝΞ

ȓǐǌȠǆȝǦȂǼॶ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǆȂǶǶǐǆȝǦΗǐ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖ ǜȂȓ ǐǼǣƷǼǆǐǌ ȖƷǻȏǶǦǼǝॽ sǐ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝ ȂȠȓ
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ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǅǶǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǅȂȝȝȂǻৄȠȏ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॶ ǆƷȏǦȝƷǶǦΣǦǼǝ

ȂǼ ǦȝȖ ȓǦǝȂȓȂȠȖ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼǆΞ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ �� ƷǼǌ ȝǣǐ �%ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǆȂǼৄ

ȖǦȖȝǐǼǆΞ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ƷǼǌ ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ΘǐǦǝǣȝȖॶ Ʒȓǐ ȏȓǐȖǐȓΗǐǌॶ ȝǣǐȓǐǅΞ

ǌǐЖǼǦǼǝ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞsॽ

~ = ǯ−ܮs(X,ܷǖ,ܮ) =

∫
ǫțȲǯ−ܮe(Ȳ,ܷǖ)ܰC(B/(Ȳ)− X/) ঳ःॽऀ঴

bǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼs(X, ܷǖ, (ܮ ǌǐȝǐȓǻǦǼǐȖ ƷǶǶ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ƷǼǌ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ �% ȖΞȖৄ

ȝǐǻॶ ƷǼǌ Ǧȝ ǦȖ ȂȠȓ ǝȂƷǶ ȝȂ ǶǐƷȓǼ Ǧȝॶ ƷȖȖȠǻǦǼǝ Θǐ ǣƷΗǐ ȝǣǐ ǴǼȂΘǶǐǌǝǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ �� ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ

ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼe(Ȳ, ܷǖ)ॽ ,ǐȓǐǦǼ Θǐ ǜȂǶǶȂΘ ȝǣǐ ǆȂǻǻȂǼ ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ Ʒ ǶǦǼǐƷȓ ǻƷȏȏǦǼǝ Ȃǜ �� ȝȂ �%

ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖB/(Ȳ) ȝǣƷȝ ǌǐЖǼǐȖ ȝǣǐ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐ Ȃǜ Ʒ �% ȠǼǦȝ ǦǼ ȝǐȓǻȖ Ȃǜ Ʒ ǆȂǶǶǐǆȝǦȂǼ Ȃǜ �� ǆȂȂȓǌǦৄ

ǼƷȝǐȖX/ = B/(Ȳ) =
∑

Ȑ ǥ/ȐȲȐॶ Θǣǐȓǐ ǥ/Ȑ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǻƷȏȏǦǼǝ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖ ǅǐȝΘǐǐǼ �� ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ ƷǼǌ

ȝǣǐ �% ȠǼǦȝ /ॽ

�ǦȓǐǆȝǶΞ ȠȖǦǼǝ �Ȓॽ ःॽऀ ȝȂ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ΗƷǶȠǐ Ȃǜs ǜȂȓ ǐΗǐȓΞ �% ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǦȖ ΘǐǶǶ ǴǼȂΘǼ

ȝȂ ǅǐ ǦǼȝȓƷǆȝƷǅǶǐ ǌȠǐ ȝȂ ȝǣǐ ǣǦǝǣ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǦǼȝǐǝȓƷǶॽ /Ǽ Ʒ ǆǶƷȖȖ Ȃǜ �%ǻǐȝǣȂǌȖ ȓǐǜǐȓȓǐǌ

ȝȂ ƷȖ ǜȂȓǆǐ ǻƷȝǆǣǦǼǝॶ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ঳UB$঴ ǦȖ ǶǐƷȓǼǐǌ ȠȖǦǼǝ ǦȝȖ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ ΘǦȝǣ ȓǐৄ

Ȗȏǐǆȝ ȝȂ �% ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖX/ ΘǦȝǣ Ʒ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǆȂǼȖǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȖȒȠƷȓǐǌ ȓǐȖǦǌȠƷǶ ǅǐȝΘǐǐǼ

ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖ ǜȂȓǆǐȖ ȂǼ �% ȖǦȝǐȖ ƷǼǌ ȝǣǐ �% ǜȂȓǆǐȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ǝȓƷǌǦǐǼȝȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ंँॽ

HȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐȖ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǅΞ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǦǼ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȂǅǱǐǆȝǦΗǐ ƷǼ ǐΝȏƷǼǌǐǌ Ȗǐȝ Ȃǜ

ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ ȝǣǐ �% ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼsॽ bȂ ȝǣǦȖ ǐǼǌॶ Θǐ ǐΝȏƷǼǌ ȝǣǐ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼǶǐȖȖ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ

sܮ = − ǶǼ~ΘǦȝǣ Ʒ bƷΞǶȂȓ ȖǐȓǦǐȖ Ȃǜ ǦȝȖ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ƷǼǌ ȠȖǐ ǦȝȖ ΗƷȓǦȂȠȖ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖ ǦǼ ȝǣǐ
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ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝƷȖǴॽ

+s(Xܮ ۶X, ܷǖ + ۶ܷǖ, +ܮ (ܮ۶ = ,s(Xܮ ܷǖ, (ܮ +
(sܮ)∂

ܮ∂ +ܮ۶ s∂ܮ
∂X/

۶X/ + s∂ܮ
∂ܷǖ

۶ܷǖ

+
࣢
ࣣ
ܮ ∂ࣣs
∂ܷǖ∂ܷǤ

۶ܷǖ۶ܷǤ +
࣢
ࣣ
(sܮ)ࣣ∂

∂ܷǖ∂ܮ
۶ܷǖ۶ܮ+ · · · ঳ःॽँ঴

Θǣǐȓǐ Θǐ ȠȖǐ ȝǣǐ ȖȠǻǻƷȝǦȂǼ ǆȂǼΗǐǼȝǦȂǼॽ bǣǐ ǴǐΞ ȝȂ ȂȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ȝǣƷȝ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ

ǐǼǐȓǝΞॶ ΘǣǦǆǣ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼॶ Ʒȓǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ৚Ȗ ȓǐȖȏȂǼȖǐ

ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ȓǐƷǌǦǶΞ ȂǅȝƷǦǼǐǌ ǜȓȂǻǻǦǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ Ȃȓ BȂǼȝǐৄ�ƷȓǶȂ ȖƷǻৄ

ȏǶǦǼǝ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼȖ ǌȓǦΗǐǼ ǅΞ ȝǣǐ ǴǼȂΘǼ �� ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼe(Ȳ, ܷǖ)ॽ

[ǦǻǦǶƷȓǶΞ ȝȂ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǆȂǼΗǐǼȝǦȂǼƷǶ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ B=$$Ȗॶ ȂǼǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ЖȝȝǦǼǝ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǦȖ ȝȂ

ȝȓƷǦǼ ΗǦƷ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖॽ bǣǐ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ǦȖ ƷǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ Ȃǜ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǜȂȓǆǐȖ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǅΞ ǐƷǆǣ

�% ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼॶ ǝǦΗǐǼ ǅΞ

$/(X) = −∂s
∂X/

= −
〈

∂e
∂X/

〉

X,ܮ
=

࣢
~

∫
ǫȲț
(∑

ȅ∈/
ǻȅ
)
ǯ−ܮe(Ȳ)ܰC(X/ −B/(Ȳ)) ঳ःॽं঴

Θǣǐȓǐ ǻȅ Ʒȓǐ �� ǜȂȓǆǐȖ ȂǅȝƷǦǼǐǌ ǜȓȂǻ �� ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ȖƷǻȏǶǦǼǝॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ

ƷΗǐȓƷǝǐ ǦȖ ȝƷǴǐǼ ȂǼǶΞ ȂΗǐȓ �� ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ Ȳȅ ȝǣƷȝ ǻƷȏ ȝȂ �% ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖX/ॽ /ǜ s̃ ǦȖ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǐǌ

ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓȠǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞsॶ ȝǣǐ ǆȂǻǻȂǼǶΞ ȠȖǐǌ ǜȂȓǆǐৄǻƷȝǆǣǦǼǝ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȝƷǴǐȖ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

LB$ =
b∑

ȼ

C∑

/

∣∣∣$/(Xȼ) +
∂s̃(Xȼ)

∂X/,ȼ

∣∣∣
ࣣ

঳ःॽः঴

Θǣǐȓǐ ȼ ǦǼǌǐΝǐȖ ȝǣǐ ȝǦǻǐǜȓƷǻǐ Ȃǜ Ʒ ǝǦΗǐǼ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼॶ b ǦȖ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ �% ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ

ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǜȓƷǻǐȖॶ / ǦǼǌǐΝǐȖ ȝǣǐ �% ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐॶC ǦȖ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ �% ǌǐǝȓǐǐȖ Ǧǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ sǐ ǌǦȖৄ

ǆȠȖȖ ǦǼ BǐȝǣȂǌȖ ƷǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐ ǜȂȓǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȝǣƷȝ ǌȂ ǼȂȝ ȓǐȒȠǦȓǐ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ��

ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǜȂȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶƷǅǐǶ ǝǐǼǐȓƷȝǦȂǼॽ
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Figure 4.1: Thermodynamically Informed Neural Network Framework for Free Energy Models. In addition to system
coordinates (purple), new inputs can be introduced into machine learning models, such as temperature (red) or other
global parameters (green), including external fields. The resulting free energy output can be differentiated with respect
to these parameters, giving access to new observables and field responses at any order.
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ȂȠȓ ǜȂȓǻƷǶǦȖǻ ƷǼǌ ȠȖǦǼǝ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶƷǅǐǶȖॵ ȂǼǐ ȠȝǦǶǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦǼ �Ȓॽ �ॽऀ ȠȖǦǼǝ

ȝǣǐ �ǶǶǐǝȓȂ ǻȂǌǐǶईॶ ƷǼǌ ƷǼȂȝǣǐȓ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ঳[%U঴ �% ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǅƷȖǐǌ ȂǼ

$=�X�ईऀॽ

ः৷ँ �ӹӏԏӚԮ৳/ӹәԀԏӸӏӋ $ԏӏӏ �ӹӏԏӚԮBԀӋӏӲԓ

sǐ ЖȓȖȝ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ƷȠǝǻǐǼȝǐǌ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǅΞ ǆȂǻǅǦǼǦǼǝ ǜȂȓǆǐৄǻƷȝǆǣǦǼǝ �Ȓॽ

ःॽं ΘǦȝǣ ǻǐƷǼ �� ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ �ȒȖॽ ःॽअ ΘǦȝǣǦǼ Ʒ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ঳%U঴ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼ ǆȂǼȝǐΝȝॽ

अࣿ



bǣǐ ǆȂǼǆǐȏȝ Ȃǜ Ʒ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦǼ %UȖ ǦȖ ΘǐǶǶ ȠǼǌǐȓȖȝȂȂǌ ƷǼǌ ǌǦȖǆȠȖȖǐǌ ǦǼ ǌǐȝƷǦǶ ǦǼ ǶǦȝǐȓƷȝȠȓǐऀࣿऀॽ

bȂ ǐǻȏǶȂΞ ȝǣǐȖǐ ǦǌǐƷȖ ǦǼ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ঳[%U঴ ƷȏȏȓȂƷǆǣॶ Θǐ ǻȠȖȝ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ ǌǐЖǼǐ

ǆȂΗƷȓǦƷǼǆǐ ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏȖ ȝȂ ǱȂǦǼȝǶΞ ȝȓƷǦǼ ƷǝƷǦǼȖȝ ƷǼǌ ȏȓǐǌǦǆȝ ǅȂȝǣ ǜȂȓǆǐȖ ƷǼǌ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖॽ

[ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ Θǐ ȠȖǐ ȝǣǐ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ ȂȠȓ ǐƷȓǶǦǐȓ ΘȂȓǴ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ $=�X� ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ
ईऀ ΘǣǐȓǐǦǼ ȝǣǐ UB$ ǦȖ ΘȓǦȝȝǐǼ ƷȖ Ʒ ȖȠǻ Ȃǜ ǶȂǆƷǶ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ƷȖ

s(X, ܷǖ, (ܮ =
C∑

/
͞/(X, ܷǖ, (ܮ ঳ःॽऀऀ঴

bǣǐ ǆȂΗƷȓǦƷǼǆǐ ǅǐȝΘǐǐǼ ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖॶ ͞ॶ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǦǼ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐ ǅΞ Ʒ ǌȂȝ ȏȓȂǌȠǆȝ

ǴǐȓǼǐǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝΘȂ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ

ǆȂΗ(͞/(ǫ/),͞:(ǫ:)) = ȓ(ǫ/, ǫ:) = ࣣܿ
(
ǫ/ · ǫ:

)ܺ
঳ःॽऀँ঴

Θǣǐȓǐ ܺ ǦȖ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ȏȂΘǐȓॶ ܿ ȝǣǐ ȖǦǝǼƷǶ ǣΞȏǐȓ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ǫ/(X, ܷǖ, (ܮ Ʒȓǐ ǜȠǼǆৄ

ȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖॶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ƷǼǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॽ bǣǐ ǌǐȝƷǦǶ Ȃǜ ȝǣǐǦȓ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼ Ʒȓǐ ǝǦΗǐǼ

ǦǼBǐȝǣȂǌȖॽ bǣǐ ǅǦৄǶǦǼǐƷȓǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǆȂΗƷȓǦƷǼǆǐ ƷǶǶȂΘȖ ȠȖ ȝȂ ȖȏǐǆǦǜΞ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ǐǶǐǻǐǼȝȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ǶȂǆƷǶ

ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ƷǼǌ ȝȂȝƷǶ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ƷȖ

ǆȂΗ(〈e〉,͞:(ǫ:)) =
∂

ܮ∂

(
ܮ
∑

/
ȓ(ǫ/, ǫ:)

)
঳ःॽऀं঴

Θǣǐȓǐ / ǶƷǅǐǶȖ ǐƷǆǣ �% ȖǦȝǐॽ �ΝȏȓǐȖȖǦȂǼȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ǆȂΗƷȓǦƷǼǆǐ ǅǐȝΘǐǐǼ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ƷǼǌ

ǜȂȓǆǐȖ ǆƷǼ ǅǐ ȖǦǻǦǶƷȓǶΞ ǌǐȓǦΗǐǌॽ �Ξ ǦǼǆȂȓȏȂȓƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ǼǐΘ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǦǼȝȂ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ [%Uॶ ȂǼǐ

ǝƷǦǼȖ ǼȂȝ ȂǼǶΞ ȝǣǐ ƷǅǦǶǦȝΞ ȝȂ ȝȓƷǦǼ ƷǝƷǦǼȖȝ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝƷȓǝǐȝȖॶ ǅȠȝ ƷǶȖȂ Ʒ ǻǐƷǼȖ Ȃǜ ȏȓǐǌǦǆȝǦǼǝ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐǌ

ȒȠƷǼȝǦȝƷȝǦΗǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖ ȂǼ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ ΘǣǦǆǣ ǣƷΗǐ ȏȓȂΗǐǼ ȝȂ ǅǐ ȒȠǦȝǐ ȠȖǐǜȠǶ

ǦǼ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ΘȂȓǴईऀॶँॽ

sǐ ЖȓȖȝ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ȠȝǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ [%U ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǅΞ ǆȂǼȖǦǌǐȓǦǼǝ Ʒ ȖǦǻȏǶǐ ǶȂΘৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ǻȂǌǐǶ

अऀ



ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȠȖǐǌ ȝȂ ǐΝƷǻǦǼǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ȖȝȓƷȝǐǝǦǐȖ ऄऄॽ bǣǐ ЖǼǐৄǝȓƷǦǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ

,ͣ)qܮ ͤ) = ࣢
ࣦ࣡

(ͣ−ࣥ)(ͣ−ࣣ)(ͣ+ࣣ)(ͣ+ࣤ)+ ࣣͤ
ࣣ࣡

+
ȖǦǼ(ࣤ(ͣ+ ࣦ)(ͤ− ࣧ))

ࣣࣦ
+
( ͣ
ࣣ

)ࣤ( ͤ√
࣢ࣨ࣡

)ࣣ
঳ःॽऀः঴

bǣǐ �% ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐ ǦȖ ȝƷǴǐǼ ȝȂ ǅǐ ȝǣǐ ΗƷǶȠǐ ͣॶ ΘǦȝǣ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ ȂΗǐȓ ͤ ȖǐȓΗǦǼǝ ƷȖ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ

/ǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ ǜȂȓ ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ЖǼǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞॶ ǦȖ ȏǐȓৄ

ǜȂȓǻǐǌ ǼȠǻǐȓǦǆƷǶǶΞॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖ Ʒȓǐ ǆǣȂȖǐǼ ȝȂ ȏȓȂΗǦǌǐ ǼȠǻǐȓǦǆƷǶǶΞ ȖȝƷǅǶǐ ȖȂǶȠȝǦȂǼȖॽ $Ȃȓ ȝǣǦȖ

ǐΝƷǻȏǶǐ Θǐ Ȗǐȝ ܮ = ࣢ॽ

/Ǽ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝॶ Θǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣƷȝ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ƷǝƷǦǼȖȝ ƷΗǐȓƷǝǐ ЖǼǐৄǝȓƷǦǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ǦǼ

ƷǌǌǦȝǦȂǼ ȝȂ ǜȂȓǆǐȖ ǦǻȏȓȂΗǐȖ ȝǣǐ UB$ǻȂǌǐǶ ƷǆǆȠȓƷǆΞॶ ƷǼǌ ΗǐȓǦǜΞ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ ǻȂȓǐ ǆȂǻȏǶǐΝ ƷǼǌ

ǐΝȏȓǐȖȖǦΗǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ Ʒȓǐ ǼȂȝ ȝǣǐ ȖȂǶǐ ȓǐƷȖȂǼ ǜȂȓ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐॽ

bȂ ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǐ ǦǻȏƷǆȝ Ȃǜ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǦǼ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ȂǼ ǣǐǶȏǦǼǝ ȝȂ ǆƷȏȝȠȓǐ

ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐȖॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȝΘȂ ȓǐǝǦǻǐȖॶ ȂǼǐ ǦǼ Ʒ ǶƷȓǝǐ ǌƷȝƷ ȓǐǝǦǻǐ ƷǼǌ

ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǦǼ Ʒ ǶȂΘ ǌƷȝƷ ȓǐǝǦǻǐॽ bǣǐ ǻȂǌǐǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ �Ȓॽ ःॽऀः ǣƷȖ ȝΘȂ ǐǼǐȓǝΞ ǻǦǼৄ

ǦǻƷ ȖǐȏƷȓƷȝǐǌ ǅΞ ƷǼ ǐǼǐȓǝΞ ǅƷȓȓǦǐȓॽ bǣǐ [%U৚Ȗ Ʒȓǐ ȝȓƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ ǌƷȝƷ ǆȂǶǶǐǆȝǐǌ ȂǼǶΞ ǜȓȂǻ ȝǣǐȖǐ ȝΘȂ

ǻǦǼǦǻƷॽ /Ǽ ȝǣǐ ǶȂΘ ǌƷȝƷ ȓǐǝǦǻǐॶ ȝΘȂ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȏȂǦǼȝȖ Ʒȓǐ ȓƷǼǌȂǻǶΞ ȖƷǻȏǶǐǌ ǜȓȂǻ ǐƷǆǣ ǅƷȖǦǼॶ ΘǣǦǶǐ

ǦǼ ȝǣǐ ǶƷȓǝǐ ǌƷȝƷ ȓǐǝǦǻǐ Θǐ ȖƷǻȏǶǐ ǜȂȠȓ ঳ΘǦȝǣ Ʒ ȝȂȝƷǶ Ȃǜ इ঴ॽ sǐ ǜȠȓȝǣǐȓ ǌǐЖǼǐ ȝǣȓǐǐ ȝΞȏǐȖ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॵ

Ʒ঴ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ ǣƷΗǐ ǼȂ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ǦǼ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ƷǼǌ ǣǐǼǆǐ ǼȂ ǐǼǐȓǝΞ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ

ǦǼ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ǻƷȝȓǦΝॶ ǅ঴ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ ǣƷΗǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ǅȠȝ ǼȂ ǐǼǐȓǝΞ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ǦǼ

ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ǻƷȝȓǦΝॶ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼǶΞ ȂǼ ǜȂȓǆǐȖॶ ƷǼǌ ǆ঴ ǣƷΗǐ ǅȂȝǣ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ƷǼǌ

ǐǼǐȓǝΞৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǴǐȓǼǐǶȖॶ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ǅȂȝǣ ǜȂȓǆǐ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖॽ $Ȃȓ ȝǣǐ ȖƷǴǐ Ȃǜ ǅȓǐΗǦȝΞॶ Θǐ ΘǦǶǶ

ǜȓȂǻ ǣǐȓǐ ȂǼ ǌǐǼȂȝǐ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ǐǼǐȓǝΞৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǴǐȓǼǐǶȖ ƷȖ ৗǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖॽ৘

bǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖॶ ǌǐȏǦǆȝǐǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽँॶ ǻƷǴǐ ǆǶǐƷȓ ȝǣǐ ǅǐǼǐЖȝ Ȃǜ ȠȖǦǼǝ ЖǼǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ ǜȂȓ

ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝǣǐ UB$ॽ sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ Θǐ Ʒȓǐ ȂǼǶΞ ǦǼȝǐȓǐȖȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐȖ ǅǐȝΘǐǐǼ

ȝǣǐ ǅƷȖǦǼȖॶ ƷǼǌ ǦǼ ȝǣǦȖ ЖǝȠȓǐ ȝǣǐ ΣǐȓȂ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǦȖ ȝƷǴǐǼ ȝȂ ǅǐ Ʒȝ ȝǣǐ ȓǦǝǣȝ ǅƷȖǦǼ ǻǦǼǦǻȠǻॽ

अँ



�Ȗ ȖȠǆǣॶ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ǻƷǌǐ ȝȂ Ʒǝȓǐǐ Ʒȝ ȝǣǦȖ ǶȂǆƷȝǦȂǼॽ /Ǽ ȝǣǐ ǶȂΘৄǌƷȝƷ ȓǐǝǦǻǐॶ ǌǐȏǦǆȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ЖȓȖȝ

ȏƷǼǐǶ Ȃǜ ȖȠǅȏǶȂȝȖ Ʒৄǆॶ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǆƷȏȝȠȓǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐ ΘǦȝǣ ǻȠǆǣ ǣǦǝǣǐȓ

ƷǆǆȠȓƷǆΞॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ Θǐ ȂǅȖǐȓΗǐ ȝǣƷȝ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ ǻȂȓǐ ǆǐȓȝƷǦǼ ǦǼ ǌȂǻƷǦǼȖ

ȂȠȝȖǦǌǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॶ ƷȖ ǌǐȏǦǆȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǌǐΗǦƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖॽ $Ƞȓȝǣǐȓॶ

Θǐ ǼȂȝǐ ȝǣǐ ǦǻȏȓȂΗǐǻǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǻȂǌǐǶ ǦǼ ȝǣǐ ƷǅȖǐǼǆǐ Ȃǜ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ ǦǼ ȓǐৄ

ǶƷȝǦȂǼ ȝȂ ǦȝȖ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǆȂȠǼȝǐȓȏƷȓȝॽ bǣǐ ǦǼǆȓǐƷȖǐǌ ǐΝȏȓǐȖȖǦΗǐǼǐȖȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ

ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ Ʒ ǻȂȓǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦΗǐ ǻȂǌǐǶॶ ȝǣǐȓǐǅΞ ǦǻȏȓȂΗǦǼǝ ȝǣǐ ƷǆǣǦǐΗƷǅǶǐ ƷǆǆȠৄ

ȓƷǆΞॽ CȂǼǐȝǣǐǶǐȖȖॶ Ǧȝ ǦȖ ǆǶǐƷȓ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǻȂȖȝ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ȖȂȠȓǆǐ Ȃǜ ǦǻȏȓȂΗǐǻǐǼȝ ȂǼ

ȝǣǐ ƷȝȝƷǦǼƷǅǶǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐৄȂǼǶΞ ǻȂǌǐǶȖॽ

�Ȗ Ʒ ǻȂȓǐ ȓǐƷǶǦȖȝǦǆ ȝǐȖȝ ǆƷȖǐॶ Θǐ ȖǣǦǜȝ ȂȠȓ ƷȝȝǐǼȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ȖǻƷǶǶ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖॶ ȓǐǶǐৄ

ΗƷǼȝ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓƷǆȝǦǆƷǶ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǶǦȒȠǦǌ ȖȂǶΗǐǼȝȖॶ Ȃȓ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ Ȃǜ ǶȂΘৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ UB$Ȗ ǜȂȓ ǦǻȏǶǦǆǦȝǶΞ

ȖȂǶΗƷȝǐǌ ȖǻƷǶǶ ȏȓȂȝǐǦǼȖॽ bȂ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ �%$$Ȗॶ Θǐ Ʒȏৄ

ȏǶΞ ȂȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ Ʒ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ Ʒ ȖǦǼǝǶǐ ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐॽ ,ΞǌȓȂǆƷȓǅȂǼȖ ǣƷΗǐ

ǅǐǐǼ ǜȓǐȒȠǐǼȝǶΞ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ǦǼ ȝǣǐ �%ǻǐȝǣȂǌȖ ƷǼǌ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ ǶǦȝǐȓƷȝȠȓǐ आइॶईऀॶऄःॶइࣿॶइऀॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠৄ

ǶƷȓॶ ǆƷȏȝȠȓǦǼǝ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐȖ ƷǼǌ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǦǼ ȝǣǐȖǐ

ǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ǦǌǐǼȝǦЖǐǌ ƷȖ ƷǼ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȂȠȝȖȝƷǼǌǦǼǝ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐईऀॶआइॶइࣿॽ bȂ ǐΝȏǶȂȓǐ ȝǣǐ ǦǻȏƷǆȝ

Ȃǜ ȂȠȓ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǐǼǐȓǝΞৄǦǼǜȂȓǻǐǌ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȂǼ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ

ǦǼ ȓǐƷǶ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ Ʒ ःৄȖǦȝǐ �� ȝȂ �%ǻƷȏȏǦǼǝ Ȃǜ ǣǐΝƷǼǐॶ ǌǐȏǦǆȝǐǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽंƷॽ sǐ ȠȖǐ

ȝǣǦȖ ǆƷȖǐ ȝȂ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȂȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣॶ ƷǼǌ ȖȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǦǼ �Ȓॽ �ॽऀॶ ΘǦȝǣ

ƷǼ ǐȒȠǦΗƷȓǦƷǼȝ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞॶ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ �ǶǶǐǝȓȂ ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐईॽ sǐ

ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǐ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ ȝΘȂ ǻȂǌǐǶ ȝΞȏǐȖॶ ȝǣȂȖǐ ΘǦȝǣ ƷǼǌ ΘǦȝǣȂȠȝ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȂǼ �� ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼৄ

ǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖॽ �Ȗ ǻǐȝȓǦǆȖ Ȃǜ ǻȂǌǐǶ ƷǆǆȠȓƷǆΞॶ Θǐ ǆȂǻȏƷȓǐ ǅȂǼǌ ǶǐǼǝȝǣॶ ǅȂǼǌ ƷǼǝǶǐॶ ƷǼǌ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ

ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖॶ ȂǅȝƷǦǼǐǌ ΘǦȝǣ �% ƷǼǌ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐ �� ǌƷȝƷॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ȝǣǐ ǅȂǼǌৄǶǐǼǝȝǣ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ

ǦȖ ǌǐЖǼǐǌ ƷȖ ȝǣǐ ȏƷǦȓΘǦȖǐ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǅǐȝΘǐǐǼ ǼǐƷȓǐȖȝৄǼǐǦǝǣǅȂȓ �% ȖǦȝǐȖ ȖǣȂΘǼ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽंƷॶ ȝǣǐ ǅȂǼǌ

ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǦȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ȝǣȓǐǐ ƷǼǌ ǶƷȖȝ ȝǣȓǐǐ �% ȖǦȝǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ

अं



Figure 4.2: Model system of energy‐informed CG learning. Shown are the mean (solid lines) and standard deviations
(shaded regions) of ensembles of 10 models in two different regimes. In column 1, models contain 4 data points, with 2
sampled from each basin. In column 2, models contain 10 data points, with 5 sampled from each basin. a) The mean and
standard deviation of models with force only data and temperature‐independent descriptors. b) The mean and standard
deviation of models with force only data and temperature‐dependent descriptors. c) The mean and standard deviation
of models with force and energy data, as well as temperature‐dependent descriptors.
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ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǦȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶǐॽ HȠȓ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȝȓƷǦǼǐǌ

ȂǼ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȝǦǻǐ ǜȓƷǻǐȖ ঳ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ঴ Ȃǜ �� ǌƷȝƷ ȂǅȝƷǦǼǐǌ ǜȓȂǻCqb ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ʒȝ ँऄࣿ< ȠȖǦǼǝ

ȝǣǐ HU=[ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌऀंॽ

Figure 4.3: Comparison of Structural Distributions With and Without Potential Energies. a) A hexane molecule is
mapped to its most interior and exterior carbons for a 4 site CG model. b) the bond length distribution of energy‐labeled
models (orange) and force‐only models (purple) compared to the all‐atom baseline (black). c) the bond angle distribution
between the two pairs of three consecutive CG sites. d) the dihedral angle distribution for the four CG sites.

�Ȗ ȖǐǐǼ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽंǅৄǌॶ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶȖ ǆȂǼȝƷǦǼǦǼǝ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ Ʒȓǐ ǜƷȓ ȖȠȏǐȓǦȂȓॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ $Ǧǝॽ ःॽंǆ

ƷǼǌ ǌ ȖǣȂΘ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǅȂǼǌ ƷǼǝǶǐ ƷǼǌ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶ ǻƷȝǆǣ

ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ΘǦȝǣ ǻȠǆǣ ǝȓǐƷȝǐȓ ЖǌǐǶǦȝΞॽ $Ƞȓȝǣǐȓॶ Θǐ Ȗǐǐ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽंǌ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǣǦǝǣৄǐǼǐȓǝΞ

ȖȝƷȝǐȖ ǼǐƷȓ ΣǐȓȂ ǌǐǝȓǐǐȖॶ ΘǣǦǆǣ ǦǼ ȝǣǐ ��ǻȂǌǐǶ ǦȖ ΗǐȓΞ ȖȏƷȓȖǐǶΞ ȖƷǻȏǶǐǌॶ Ʒȓǐ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ȂΗǐȓȖƷǻৄ

ȏǶǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǼȂǼৄǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ �%ǻȂǌǐǶॽ

sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȝΘȂ �ǶǶǐǝȓȂ ǻȂǌǐǶȖॶ ǅȂȝǣ ΘǦȝǣ ƷǼǌ ΘǦȝǣȂȠȝ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖॶ Ʒȓǐ ȝȓƷǦǼǐǌ ǦǼ Ʒ ȓǐǶৄ
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ƷȝǦΗǐǶΞ ǶȂΘ ǌƷȝƷ ȓǐǝǦǻǐ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ Ȃȝǣǐȓ �%CCǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȝǣǐ ǶǦȝǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐΗǐǶȂȏǐǌ ǜȂȓ ȖǻƷǶǶ

ǻȂǶǐǆȠǶǐȖॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ �%CCǻȂǌǐǶȖ Ȃǜ ƷǶƷǼǦǼǐ ǌǦȏǐȏȝǦǌǐ ǣƷΗǐ ǦǼ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ΘȂȓǴȖ ȓǐȒȠǦȓǐǌ Ƞȏৄ

ΘƷȓǌȖ Ȃǜ Ʒ ǻǦǶǶǦȂǼ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ �� ǌƷȝƷ ȝȂ ȝȓƷǦǼऄऄॽ �ȒȠǦΗƷȓǦƷǼȝ ǻȂǌǐǶȖ ǶǦǴǐ �ǶǶǐǝȓȂ ƷǼǌ CǐȒȠ/U ǣƷΗǐ

ǅǐǐǼ ΘǦǌǐǶΞ ȖǣȂΘǼ ȝȂ ǣƷΗǐ ǣǦǝǣǐȓ ǌƷȝƷ ǐАǆǦǐǼǆΞ ǦǼ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ Ȃȝǣǐȓ CCȖईॶइॶऀࣿँॽ �ȝ ȝǣǐ

ȖƷǻǐ ȝǦǻǐॶ ǦǼ ȝǣǐ ǌƷȝƷ ǶǦǻǦȝǐǌ ȓǐǝǦǻǐॶ ȝǣǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼ Ȃǜ ǐǼǐȓǝǐȝǦǆ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ǶǐƷǌȖ ȝȂ ǐΗǐǼ ǣǦǝǣǐȓ

ǌƷȝƷ ǐАǆǦǐǼǆΞ ƷǼǌ ǻȠǆǣ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ǻȂǌǐǶȖॽ

/ȝ ǦȖ ΘǐǶǶ ǴǼȂΘǼ ȝǣƷȝ ǜȂȓǆǐৄǻƷȝǆǣǦǼǝ ǅƷȖǐǌ �%ǻȂǌǐǶȖ ǆƷǼ ǻǦȖȖ ǴǐΞ ǜǐƷȝȠȓǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ΗƷǶৄ

ȠǐȖ Ȃǜ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖआआॶआइॶआईॶइࣿॶइऀॽ bȂ ȝǣǦȖ ǐǼǌॶ Θǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǐ ǜȓǐǐ

ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ ঳$�[঴ Ȃǜ ȝǣǐ ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐॶ ǌǐЖǼǐǌ ƷȖ ǜȂǶǶȂΘȖॽ sǐ ǌǐЖǼǐ ȝǣǐ $�[ ǦǼ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐ ȝȂ ǌǐৄ

ȖǆȓǦǅǐ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ऀँ ǌǦȖȝǦǼǝȠǦȖǣƷǅǶǐ ȠǼǦȒȠǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȖȝƷȝǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐ Ʒȝ

�% ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼॽ �Ξ ǆǣȂȂȖǦǼǝ Ʒ ःৄȖǦȝǐ �%ǻƷȏȏǦǼǝ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽंƷॶ Θǐ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ȝǣǐ ǅȂǼǌৄƷǼǝǶǐ ƷǼǌ ǌǦǣǐৄ

ǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ǦǼȝȂ ं ƷǼǌ ः ǌȂǻƷǦǼȖॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॽ bǣǦȖ ǦȖ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǐǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽःƷॽ bǣǐ ȖƷǻৄ

ȏǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ȖȝƷȝǐȖ ǜȂȓ Ʒ ǅƷȖǐǶǦǼǐ HU=[ ��ǻȂǌǐǶ ǦȖ ǌǐȏǦǆȝǐǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽःƷॽ $Ƞȓȝǣǐȓ ȖȠȏȏȂȓȝǦǼǝ ȝǣǐ

ȓǐȖȠǶȝȖ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽंॶ Θǐ Ȗǐǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ $�[ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞৄǶƷǅǐǶǐǌ �% UB$ǻȂǌǐǶ ঳$Ǧǝॽ ःॽःǆ঴ ǦȖ

ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ȝǣƷǼ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐৄȂǼǶΞ ǻȂǌǐǶ ঳$Ǧǝॽ ःॽःǅ঴ॽ

bǣǐ ȝȂȝƷǶǦȝΞ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ǦǻȏȓȂΗǐǻǐǼȝȖ ǦȖ ȖȠǻǻƷȓǦΣǐǌ ƷǼǌ ǜȠȓȝǣǐȓ ȒȠƷǼȝǦЖǐǌ ǦǼ bƷǅǶǐ ःॽऀ ǅΞ ǆȂǼৄ

ȖǦǌǐȓǦǼǝ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ǐȓȓȂȓ ǻǐȝȓǦǆȖॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ Θǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȓƷȝǐ Ȃǜ ǐǼǐȓǝΞৄ

ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǅΞ ǆȂǻȏƷȓǦǼǝ ȝǣǐ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ƷǼǌ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ǌƷȝƷ ǜȓƷǻǐȖॽ

sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǼȂǦȖΞ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǜȂȓǆǐ ǶȂȖȖ ǦǼ �Ȓॽ �ॽऀ Ȃǜ ȝǣǐ BǐȝǣȂǌȖ ǦȖ ǐЍǐǆȝǦΗǐǶΞ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ƷǆȓȂȖȖ

ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǦȖ ǜȠȓȝǣǐȓ ǐǻȏǣƷȖǦΣǐȖ ȝǣǐ ǜƷǆȝ ȝǣƷȝ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ Ʒȓǐ ǼȂȝ Ʒ ȖȠАǆǦǐǼȝ ǻǐȝȓǦǆ Ȃǜ ȒȠƷǶǦȝΞ

Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ȖΞȖȝǐǻȖ ΘǦȝǣ ǌǦȖȝǦǼǆȝ ǻǦǼǦǻƷ ȖȝƷȝǐȖॶ ǦǼ ȏȓȂǅǶǐǻȖ Θǣǐȓǐ ȂǆǆȠȏƷǼǆΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ Ȃǜ

ǦǼȝǐȓǐȖȝॽ /Ǽ ƷǶǶ Ȃȝǣǐȓ ǐȓȓȂȓ ǻǐȝȓǦǆȖ ȖǣȂΘǼ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ȝǣǐ $�[ ƷǼǌ ǦǼȝȓƷৄǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖॶ

ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ȏǐȓǜȂȓǻ ǅǐȝȝǐȓॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǐȓȓȂȓ ঳B��঴ ΗƷǶȠǐȖ ǦǼ ƷǶǶ

ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ǶȂΘǐȓ ǜȂȓ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖॽ $Ƞȓȝǣǐȓॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ΘǣǦǆǣ Ȃǜ ȝǣǐ

ऀँ $�[ ǅǦǼȖॶ ǌǐȏǦǆȝǐǌ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽःॶ ǣƷΗǐ ȝǣǐ ǣǦǝǣǐȖȝ ǐȓȓȂȓ ƷǼǌ ǶȂΘǐȖȝ ǐȓȓȂȓॽ /Ǽ ǅȂȝǣ ǆƷȖǐȖॶ ȝǣǐȖǐ ȝΘȂ

अअ



Figure 4.4: Comparison of Structural Correlations With and Without Potential Energies. a) All‐atom angular distribution
of the molecule corresponding to the CG mapping is shown, with two peaks on either side of 125◦. The CG molecule
can adopt three different angular conformations corresponding to whether each of its two angles is above or below
125◦. The dihedral angle distribution of the all‐atom model is also shown and separated into four distinct regions.
The relative sampling of the 12 unique correlated dihedral states as measured by an all‐atom MD simulation is shown.
b) Relative sampling of an optimized Allegro model that is temperature dependent but has seen no energy labels. f)
Relative sampling of an optimized Allegro model that is temperature dependent and has seen both force and energy
labels. a‐c share the color bar shown.

ǐȓȓȂȓ ǻǐȝȓǦǆȖ Ʒȓǐ ǣǦǝǣǐȓ ΘǣǐǼ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ Ʒȓǐ ƷǅȖǐǼȝॽ /Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞৄǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷΗৄ

ǦǼǝ ǅǐǐǼ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ȂǼǶΞ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ ǌƷȝƷ Ʒȓǐ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ȝǣƷǼ ǐΗǐǼ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐৄȂǼǶΞ ǻȂǌǐǶȖ

ǦǼ ȝǣǐ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ǌƷȝƷ ǜȓƷǻǐ ȓǐǝǦǻǐॽ /Ǽ ȖȠǻǻƷȓΞॶ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ ȂǼ ȝǣǐ ǣǐΝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻ ǦǼǌǦǆƷȝǐ ȝǣƷȝ ƷǶৄ

ȓǐƷǌΞ ǱȠȖȝ ȂǼǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝƷȓǝǐȝ Ȃǜ ȂȠȓ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ƷȏȏȓȂƷǆǣॶ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǦǼǝ ȠȖǦǼǝ ǻǐƷǼ

�� ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖॶ ǦǻȏȓȂΗǐȖ ǻƷǼΞ ǜƷǆǐȝȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȏȓȂǆǐȖȖ ΘǦȝǣ ƷǶȓǐƷǌΞ ƷΗƷǦǶƷǅǶǐ ��

ǌƷȝƷॶ ΘǦȝǣ ǼȂ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǅȠȓǌǐǼॶ ƷǼǌ ǐΗǐǼ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ǜǐΘǐȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ȂΗǐȓƷǶǶॽ
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BǐȝȓǦǆ $Ȃȓǆǐ HǼǶΞ $ȂȓǆǐȖ ƷǼǌ �ǼǐȓǝǦǐȖ
�ƷȝƷ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ

$Ȃȓǆǐ =ȂȖȖ ঳ǻǐq঄�঴ࣣ ंअॽईऀअ ंअॽइअई ंअॽईअई ंअॽइअआ
�ȂǼǌ =ǐǼǝȝǣB�� ࣿॽࣿआँं ࣿॽࣿࣿई ࣿॽࣿࣿं ࣿॽࣿࣿः
�ȂǼǌ �ǼǝǶǐ B�� ࣿॽࣿࣿःँ ࣿॽࣿࣿࣿऄ ࣿॽࣿࣿࣿऄ ࣿॽࣿࣿࣿं
�ǦǣǐǌȓƷǶ B�� ࣿॽࣿࣿऄः ࣿॽࣿࣿं ࣿॽࣿࣿँ ࣿॽࣿࣿࣿं
$�[B�� ࣿॽࣿइआः ࣿॽࣿंऄ ࣿॽࣿँई ࣿॽࣿࣿअ

$�[B��BƷΝ ࣿॽऀईआ ࣿॽࣿइइ ࣿॽࣿऄँ ࣿॽࣿऀअ
$�[B��BǦǼ ࣿॽࣿऀँऀ ࣿॽࣿࣿऀ ࣿॽࣿࣿअ ࣿॽࣿࣿऀ

Table 4.1: The table shows a variety of different error metrics for Allegro models, trained on hexane, both with and with‐
out energy labels. In both cases, results are given for low‐data amounts (100,000 frames) and moderate data amounts
(200,000 frames). Considered quantities include the noisy validation force loss given by Eq. B.1, the MAE of the normal‐
ized bond length distribution, as well as the bond angle and dihedral angle distributions. In addition, we give the MAE of
over the 12‐basin free energy surface, including the maximum and minimum single‐bin errors.
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5
HǼǝȂǦǼǝ HȏȏȂȓȝȠǼǦȝǦǐȖ ǦǼ �ȂƷȓȖǐ %ȓƷǦǼǦǼǝ

ऄ৷ऀ [ԀӲԞӂӢӲӢԚԮ Ԁә /ԀӹӢӅ =ӢԎԞӢӋԓ

�ȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǅǦȂǶȂǝǦǆƷǶ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ ǣƷȖ Ȗǐǐǻ ȝȓǐǻǐǼǌȂȠȖ ȠȖǐ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ΞǐƷȓȖॽ

,ƷΗǦǼǝ ǼƷȝȠȓƷǶǶΞ ǶȂǼǝ ǶǐǼǝȝǣৄ ƷǼǌ ȝǦǻǐৄȖǆƷǶǐȖॶ Ǧȝ ǦȖ ȏǐȓǣƷȏȖ ǻȂȖȝ ȂǅΗǦȂȠȖ ȝȂ ƷȏȏǶΞ ǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶৄ

ǦȝΞ ȓǐǌȠǆȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐȖǐ ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ Ǽǐǐǌ ǼȂȝ ǅǐ ǶǦǻǦȝǐǌ ȝȂ ȝǣǦȖ ǌȂǻƷǦǼॽ /Ǽ

ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȂǼǐ ǆƷǼ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ƷȖ Ʒ ǻǐƷǼȖ ȝȂ ȖǦǻȏǶǦǜΞ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ /ǼsǦǌȂǻ
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ǦǼȖǐȓȝǦȂǼ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ǆȂǻȏȠȝǦǼǝ ȖȂǶȠǅǦǶǦȝΞॶ ȂǼǐ ǻȠȖȝ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ǐΝǆǐȖȖ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ƷȖ

ܸǯͣ = −ȓb ǶǼ
( ࣢
~

∫
ǫȲțǯ−ܮȿ(Ȳț+࣢)

)
঳ऄॽऀ঴

ȂΗǐȓ ǅǦǶǶǦȂǼȖ Ȃǜ ǦǼȖǐȓȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ǆȂǼΗǐȓǝǐǌ ȓǐȖȠǶȝȖॽ ,ǐȓǐॶ ȝǣǐ ǦǼȝǐǝȓƷǶ ǦȖ Ʒ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ

ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȖȏƷǆǐ Ȃǜ ȖȂǶΗǐǼȝ ƷȝȂǻȖॶ ǻǐƷȖȠȓǦǼǝ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ΘǐǦǝǣȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ

ΘǦȝǣ ȝǣǐ ȖȂǶȠȝǐ ƷȝȂǻ ǦǼȖǐȓȝǐǌॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ ȝǣǐ ǐȓȓȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǐȝǣȂǌ ǝȂǐȖ ǐΝȏȂǼǐǼȝǦƷǶǶΞ ƷȖ ȝǣǐ ǐȓȓȂȓ ǦǼ

ǐǼǐȓǝΞॽ bǣǦȖ ǣƷȖ ȓǐǆǐǼȝǶΞ ǻȂȝǦΗƷȝǐǌ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ B=$$৚Ȗ ǜȂȓ ȖȂǶȠǅǦǶǦȝΞ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ȝǣǐǦȓ

ȓǐǶƷȝǦΗǐ Ȗȏǐǐǌ ȏȓǐȖǐǼȝȖ Ʒ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ǅȂȝȝǶǐǼǐǆǴॽ

/ǼȖȝǐƷǌॶ Θǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ȝǣƷȝ ƷȖ Ʒ ǜȓǐǐৄǐǼǐȓǝΞ ǅƷȖǐǌ ȏȓȂǅǶǐǻॶ ȖȂǶȠǅǦǶǦȝΞ ǆƷǼ ǅǐ ǆȂǻȏȠȝǐǌ Ʒȝ �% ȖǆƷǶǐȖ

ǦǼȖȝǐƷǌॽ bȂ Ȗǐǐ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ǦȖ ȖȂॶ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ Θǐ ǆƷǼ ΘȓǦȝǐ ȝǣǐ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ƷȖ

ܸǯͣ = −ȓb ǶǼ
(~(C+ ࣢,q,b)

~(C,q,b)

)
঳ऄॽँ঴

Θǣǐȓǐ ~ ǦȖ ȝǣǐ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼॽ sǐ ȓǐǆƷǶǶ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ UB$ ǦȖ ǌǐЖǼǐǌ ƷȖ

s(XC,q,b) = −ȓb ǶǼ
(∫

ǫȲțǯ−ܮȿ(Ȳț)ܰ(XC −BC(Ȳț))
)
− ȓb ǶǼ(�(q,b)) ঳ऄॽं঴

Θǣǐȓǐ � ǦȖ Ʒ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐȓǻ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ȂǼǶΞ ǌǐȏǐǼǌ ȂǼ ȝǣǐ ȖȝƷȝǐ ȏȂǦǼȝȖॶ ǼȂȝ ȝǣǐ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖॽ bǣȠȖ ȝǣǐ

ȏȓȂǅƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ Ʒ �% ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ

Ȯ(XC) =
�(q,b)

~′ ǯ−ܮs(XC) ঳ऄॽः঴

Θǣǐȓǐ ~′ ǦȖ ȝǣǐ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ �% ȖΞȖȝǐǻॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ Θǐ ǻƷΞ ƷǶȖȂ ΘȓǦȝǐ

Ȯ(XC) =
࣢
~

∫
ǫȲțǯ−ܮȿ(Ȳț)ܰ(XC −BC(Ȳț)) ঳ऄॽऄ঴
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ΘǦȝǣ ~ ȝǣǐ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖΞȖȝǐǻॽ �ȒȠƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ȝΘȂ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼȖ ǝǦΗǐȖ

࣢
~ =

�(q,b)
~′ ঳ऄॽअ঴

/ȝ ȝǣǐǼ ǜȂǶǶȂΘȖ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ȝǣƷȝॶ ǌȠǐ ȝȂ � ǆȂǼȝƷǦǼǦǼǝ ǼȂ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ȂǼ ȏƷȓȝǦǆǶǐ ǼȠǻǅǐȓॶ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ

ǐȒȠƷǶǦȝΞ ǣȂǶǌȖ
~(C+ ࣢,q,b)
~(C,q,b) =

~′(C+ ࣢,q,b)
~′(C,q,b) ঳ऄॽआ঴

bǣȠȖ Θǐ ǻƷΞ ȖƷǜǐǶΞ ȠȖǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ȝȂ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ Ʒ ȖȂǶȠȝǐ Ʒȝ ȓǐǌȠǆǐǌ

ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼॽ sǦȝǣ ȝǣǦȖ ǐȖȝƷǅǶǦȖǣǐǌॶ Θǐ Ʒȓǐ ƷǆȝǦΗǐǶΞ ǦǼΗǐȖȝǦǝƷȝǦǼǝॶ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǦȂǼǦǆ ǶǦȒȠǦǌȖॶ ȝǣǐ

ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ȒȠǐȖȝǦȂǼȖॵ

ॴ �ȂǐȖ Ʒ �% ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ ǶǐƷǌ ȝȂ ǻȂȓǐ Ʒǆǆǐȏȝǐǌ ǦǼȖǐȓȝǦȂǼȖॶ ȝǣǐȓǐǅΞ ǦǻȏȓȂΗǦǼǝ ǆȂǼΗǐȓǝǐǼǆǐ

Ȗȏǐǐǌ ǌȠǐ ȝȂ ǅǐǦǼǝ Ʒ ȖǻȂȂȝǣǐȓ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǼǌȖǆƷȏǐॾ

ॴ �ȂǐȖ Ʒ �%ǻȂǌǐǶ ȓǐǌȠǆǐ ȝǣǐ ȝǦǻǐ ȓǐȒȠǦȓǐǌ ȝȂ ȏȓȂǌȠǆǐ ǌǦΗǐȓȖǐ ȖǐȝȖ Ȃǜ ǦǼǦȝǦƷǶ ȖΞȖȝǐǻ ǜȓƷǻǐȖ ǦǼ

ΘǣǦǆǣ ȝȂ ȏǐȓǜȂȓǻsǦǌȂǻ ǦǼȖǐȓȝǦȂǼȖॾ

ॴ �Ǽ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ B=ǻȂǌǐǶ ΘǦǶǶ ƷǆǆȓȠǐ ȖȂǻǐ ǐȓȓȂȓ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ �$bঃ ǣȂΘ ȖǐΗǐȓǐ ǦȖ ȝǣǐ ǐȓȓȂȓ

ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝǶΞ ƷǆǆȓȠǐǌ ǅΞ Ʒ �%ǻȂǌǐǶ ǦǼ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝǣǐ B=ǻȂǌǐǶ ƷȖ Ʒ ǅƷȖǐǶǦǼǐॾ

�Ξ ƷǼȖΘǐȓǦǼǝ ȝǣǐȖǐ ȒȠǐȖȝǦȂǼȖॶ Θǐ ǣȂȏǐ ȝȂ ǅȓǦǼǝ ǝȓǐƷȝǐȓ ǐАǆǦǐǼǆΞ ƷǼǌ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ȝȂ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻ Ȃǜ

ȖȂǶȠǅǦǶǦȝΞ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖॽ

ऄ৷ँ BԞӲԚӢ৳ԓӅҷӲӏ �ӅԚӢԪӏ =ӏҷԏӹӢӹӚ

�Ǽ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ǜȠȝȠȓǐ ǌǦȓǐǆȝǦȂǼ ȝǣƷȝ ǅǐǆȂǻǐȖ ƷǼ ǐǼǝǦǼǐǐȓǦǼǝ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐ ǻȂȓǐ ȝǣƷǼ Ʒ ȏǣΞȖǦǆȖ ȏȓȂǅৄ

Ƕǐǻॶ ǅȠȝ ǐȖȖǐǼȝǦƷǶ ǼȂǼǐ ȝǣǐ ǶǐȖȖॶ ǦȖ ȝǣǐ ǐАǆǦǐǼȝ ǆȂǼǼǐǆȝǦȂǼ Ȃǜ �%ǻǐȝǣȂǌȖ ȝȂ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॽ

[ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ƷЍȂȓǌǐǌ ǅΞ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ B= $$৚Ȗ ǜȓȂǻ�$b ǌƷȝƷ ǦȖ ǣǦǝǣǶΞ ƷȏȏǐƷǶǦǼǝॶ Ξǐȝ ǜȂȓ

आऀ



ǶȂǼǝ ȝǦǻǐ ȖǆƷǶǐ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǅǐǆȂǻǐ Ʒ ǻȂȓǐ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ǅƷȓȓǦǐȓ ȝǣƷǼ ΘǦȝǣ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ sǣǦǶǐ Ʒǆৄ

ȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǦǼ ǅȂȝǣ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ƷǼǌ �% ǆȂǼȝǐΝȝȖ ǣƷȖ ȖǣȂΘǼ ǝȓǐƷȝ ȏȓȂǻǦȖǐॶ ȝǣǐ ǆȂǼǼǐǆȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȝΘȂ

ǦȖ ǼȂǼ ȝȓǦΗǦƷǶॽ

bȂ ȝǣǦȖ ǐǼǌॶ Ǧȝ ǦȖ ΗƷǶȠƷǅǶǐ ȝȂ ǆȂǼȖǦǌǐȓ ƷǼ ǦǼǜȓƷȖȝȓȠǆȝȠȓǐ Θǣǐȓǐ ǻȠǶȝǦȏǶǐ ȖǆƷǶǐȖ ǆƷǼ ǅǐ ȝȓƷΗǐȓȖǐǌॽ

[Ȃǻǐ Ȃǜ ȝǣǐ ȂǅȖȝƷǆǶǐȖ ȝǣƷȝ ǻƷǴǐ �% ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȖȂ ǆǣƷǶǶǐǼǝǦǼǝ ȓǐǻƷǦǼ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻ Ȃǜ ȓǐǆȂǼৄ

ȖȝȓȠǆȝǦȂǼ ƷǼǌ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǐАǆǦǐǼǆΞ Ȃǜ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ ǶǐΗǐȓƷǝǦǼǝ ǻȂǌǐȓǼ ǆȂǻৄ

ȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǦǼǜȓƷȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ΘǦǶǶ ȏǶƷΞ Ʒ ǴǐΞ ȓȂǶǐ ǦǼ ǻƷǴǦǼǝ ȝǣǦȖ ȏȂȖȖǦǅǶǐॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞৄ

ǼƷǻǦǆȖ ǦȖ ƷǻǻǐǼƷǅǶǐ ȝȂ ȏƷȓƷǶǶǐǶǦΣƷȝǦȂǼॽ HȠȓ ǆȂǌǐ ǦǼǜȓƷȖȝȓȠǆȝȠȓǐ ǣƷȖ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ ȝǣǦȖ ƷǶȓǐƷǌΞॶ ƷǼǌ

Ǧȝ ǦȖ ƷǼ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ Ȗȝǐȏ ǜȂȓΘƷȓǌॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ ȓǐǆǐǼȝ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ΘȂȠǶǌ ǅǐǼৄ

ǐЖȝ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ΗƷȖȝ ƷǻȂȠǼȝ Ȃǜ ǌƷȝƷ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ǌȠȓǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ � ȏȂȖǦȝǦΗǐ ǜǐǐǌǅƷǆǴ ǶȂȂȏ

ȝǣƷȝ ƷǶǶȂΘȖ ǅȂȝǣ ƷǼ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ $$ ƷǼǌ Ʒ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻ ȝȂ ǦǻȏȓȂΗǐ ȖǦǻȠǶȝƷǼǐȂȠȖǶΞ ǦȖ Ʒ

ǼƷȝȠȓƷǶ ǐΝȝǐǼȖǦȂǼ Ȃǜ ǐΝǦȖȝǦǼǝ ȝȂȂǶȖॽ

$ǦǼƷǶǶΞॶ ȂǼǐ ǆƷǼ ǦǻƷǝǦǼǐ ȝǣǐ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ȓȠǼǼǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǅǐǦǼǝ ǐΝȝǐǼǌǐǌ ȝȂ ȝǣǐǦȓ

ȂΘǼ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓǦǐȖॽ /Ǽǌǐǐǌॶ ƷǶǶ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȂȂǶȖ Ǽǐǐǌǐǌ ǜȂȓ ȖȠǆǣ ƷǼ ǐΝȝǐǼȖǦȂǼ Ʒȓǐ ǦǼ

ȏǶƷǆǐॶ ǅȠȝ Ǽǐǐǌ ƷǼ ǐЍȂȓȝ Ȃǜ ǐǼǝǦǼǐǐȓǦǼǝ ȝȂ ǅȓǦǼǝ ȝǣǐǻ ȝȂǝǐȝǣǐȓॽ /Ǽ ȝǣǐȖǐ ΘƷΞȖॶ Ʒ ǆǶǐƷȓ ȏƷȝǣ ǜȂȓΘƷȓǌ ǦȖ

ȂǅΗǦȂȠȖ ȏȓȂΗǦǌǐǌ ȝǣǐ ȓǦǝǣȝ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ȝȂ ǐǼǝǦǼǐǐȓǦǼǝ ȝǣǐ ȏȓȂǅǶǐǻ ǦȖ ȝƷǴǐǼॽ �ȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ Ʒ �% ƷǆȝǦΗǐ

ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȓȂȠȝǦǼǐ ȝǣƷȝ ȠȝǦǶǦΣǐȖ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ǌȠȓǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǦȖ

ȖȠȓǐ ȝȂ ǐǼƷǅǶǐ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ƷǆǆȠȓƷȝǐ �%ǻȂǌǐǶȖ Ʒȝ ǜƷȓ ǶȂǼǝǐȓ ȝǦǻǐ ȖǆƷǶǐȖ ȝǣƷǼ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ƷȝȝƷǦǼƷǅǶǐॽ

आँ



6
�ȂǼǆǶȠȖǦȂǼ

bӟӏ ӅԀӹӅӲԞԓӢԀӹԓ Ӌԏҷԫӹ Ӣӹ ԚӟӢԓ ӅӟҷԌԚӏԏ ӅӲԀԓӏӲԮ әԀӲӲԀԫ Ԛӟӏ ӅԀӹӅӲԞԓӢԀӹԓ ԏӏҷӅӟӏӋ

Ӣӹ Ԛӟӏ әԀӲӲԀԫӢӹӚԫԀԏӯԓ৷ �ԓ ԓԞӅӟ৮ ӸԞӅӟ Ԁә Ԛӟӏ ӲҷӹӚԞҷӚӏ Ӣԓ ԓӟҷԏӏӋ৷

�৷ X৷ �ԞԓӅӟҷԚӯԀ ҂Ӎ Ѫҥ৮ ҬҿҠ �ҳҫҿӑӍ॓ BѪӍ҂ӂ॓ ऀࣿ ৵ऀ৶৮ ई ৵ँࣿँः৶৷

�৷ X৷ �ԞԓӅӟҷԚӯԀ ҂Ӎ Ѫҥ৮ Ѫӂxҕӝ ҿӂ҂ҿӂҕҬӍ ҷԏxӢԪ৭ँःࣿऄ৷ऀईंइअ ৵ँࣿँः৶

आं



BԀӋӏԏӹ ҷӋԪҷӹӅӏԓ Ӣӹ ӅԀӸԌԞԚӢӹӚ ԌԀԫӏԏ ǣƷΗǐ ǦǼȖȏǦȓǐǌ ǼǐΘ ΘƷΗǐȖ Ȃǜ ǦǼǼȂΗƷȝǦȂǼ ǦǼ ǆȂǻȏȠৄ

ȝƷȝǦȂǼƷǶ ǻȂǌǐǶǦǼǝॽ �ȂǻǅǦǼǐǌ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǐΝȏȓǐȖȖǦΗǐǼǐȖȖ Ȃǜ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐȖॶ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ

ȖǆǦǐǼǆǐ ǦȖ Ȗǐȝ ǦǼ Ʒ ȠǼǦȒȠǐǶΞ ǐΝǆǦȝǦǼǝ ȏȂȖǦȝǦȂǼॽ /Ǽ Ʒ ΘƷΞ ȝǣƷȝ ΘƷȖ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȏǐȓǣƷȏȖ ȠǼǦǻƷǝǦǼƷǅǶǐॶ

ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼ ǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣǦǼǝ Ʒ ǆȂǻȏƷȓƷǅǶǐ ȠȝǦǶǦȝΞ ȝȂ ǐΝȏǐȓǦǻǐǼȝƷǶ ǐЍȂȓȝȖॽ �ǐȝȝǐȓ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ƷǶǶȂΘ ȠȖ

ȝȂ ȏȓȂǅǐ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐǶΞ ƷǼǌ Ʒȝ ǶƷȓǝǐȓ ȖǆƷǶǐȖ ȝǣƷǼ ΘƷȖ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȏȂȖȖǦǅǶǐॶ ȖȝƷȓȝǦǼǝ ǜȓȂǻ

ЖȓȖȝ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐȖ ƷǼǌ ǆǦȓǆȠǻΗǐǼȝǦǼǝ ǻƷǼΞ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ǶǦǻǦȝǦǼǝ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼȖ ȝǣƷȝ ǐΝǦȖȝǐǌ ǅǐǜȂȓǐॽ

�ǶǶৄƷȝȂǻǻȂǌǐǶǦǼǝ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ȂǼ ȝǣǐǦȓ ȂΘǼ ǆȂǼȝǦǼȠǐ ȝȂ ǐΝȏǐȓǦǐǼǆǐ ȝȓǐǻǐǼǌȂȠȖ ǝȓȂΘȝǣ ƷǼǌ

ȏȠȖǣ ȝǣǐ ǅȂȠǼǌƷȓǦǐȖ Ȃǜ ΘǣƷȝ Θǐ Ʒȓǐ ǆƷȏƷǅǶǐ Ȃǜ ȖȝȠǌΞǦǼǝॽ bǣǐ ǅƷǆǴৄǐǼǌ ȖȂǜȝΘƷȓǐ Ȃǜ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼৄ

ǦǼǝ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ǦȖ ǆȂǼȝǦǼȠȂȠȖǶΞ ǅǐǦǼǝ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ƷǼǌ ǐΝȏƷǼǌǐǌॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȝǣǐȂȓΞ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ȂȠȓ Ʒȏৄ

ȏȓȂƷǆǣǐȖ ȝȂ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ Ȃǜ ǦǼȝǐȓৄƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ Ʒȓǐ ǻƷȝȠȓǦǼǝ ȖȝǐƷǌǦǶΞॽ XǐǝȠǶƷȓॶ �$bৄƷǆǆȠȓƷȝǐ ȖǦǻৄ

ȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǻǦǶǶǦȂǼȖ Ȃǜ ƷȝȂǻȖ ǦȖ ȂǼ ȝǣǐ ǣȂȓǦΣȂǼ Ȃǜ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǆƷȏƷǅǦǶǦȝǦǐȖॽ

$Ƞȓȝǣǐȓॶ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝȖ ΘǦȝǣǦǼ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ǆȂǻǻȠǼǦȝΞ ȖǐȓΗǐ ȝȂ ǐǼǣƷǼǆǐ ȝǣǐ ȖǆȂȏǐ Ȃǜ ƷǶǶৄ

ƷȝȂǻǻǐȝǣȂǌȖ ǅΞ ǻƷǴǦǼǝ ǐΗǐǼ ǶȂǼǝǐȓ ǶǐǼǝȝǣ ƷǼǌ ȝǦǻǐ ȖǆƷǶǐȖ ƷȝȝƷǦǼƷǅǶǐॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ǌǐΗǐǶȂȏৄ

ǻǐǼȝȖ ȏȓǐȖǐǼȝǐǌ ǣǐȓǐǦǼ ǜȂȓ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ȂЍǐȓ Ʒ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ǦǻȏȓȂΗǐǻǐǼȝ ȠȏȂǼ ȖȝƷȝǐ Ȃǜ ȝǣǐ Ʒȓȝ

ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖॽ $ǦȓȖȝॶ Θǐ ǣƷΗǐ ǐΝȏǶȂȓǐǌ ȝǣǐ ȠȝǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷΘƷȓǐ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ

ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ bǣǐ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐǌ �ƷΞǐȖǦƷǼ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǻǐƷȖȠȓǐ Ȃǜ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ǐǼƷǅǶǐȖ ƷǼ ȂǼৄ

ȝǣǐৄЙΞ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȗǆǣǐǻǐ ǜȂȓ �%ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ ƷȠȝȂǻƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ǆȓǐƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǦǼǝ

ȖǐȝȖॽ � ǴǐΞ ƷȖȏǐǆȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ B=�%ǻǐȝǣȂǌ ǦȖ ȝǣƷȝ Ǧȝ ȂΗǐȓǆȂǻǐȖ ȝǣǐ ȝǦǻǐৄ ƷǼǌ ǶǐǼǝȝǣৄȖǆƷǶǐ

ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ��ǻȂǌǐǶȖ ǅΞ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦǼǝ ȝǣǐ �� ȖΞȖȝǐǻ ǦǼ ȝǦǻǐ ȂǼǶΞ ȂΗǐȓ ǜƷȖȝ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ

/Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ǅΞ ǆȂǶǶǐǆȝǦǼǝ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ȂǼǶΞ ΘǣǐǼ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞ ǌȠȓǦǼǝ B�ॶ Θǐ ǐǶǦǻǦǼƷȝǐ ȝǣǐ Ǽǐǐǌ ǜȂȓ

ȖȏǐǆǦǜΞǦǼǝ ǖ ȮȲȅȡȲȅ ΘǣǦǆǣ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ȂȠȓ ǻȂǌǐǶ ΘǦǶǶ Ǽǐǐǌ ȝȂ ǅǐ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼॽ /ǼȖȝǐƷǌॶ ƷȖ ȝǣǐ ƷǶǝȂৄ

ȓǦȝǣǻ ǐΝȏǶȂȓǐȖ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖॶ Ǧȝ ƷȠȝȂǻƷȝǦǆƷǶǶΞ ǌǐǆǦǌǐȖ Ǧǜ ȝǣǐΞ Ʒȓǐ ǼǐΘ ǐǼȂȠǝǣ ȝȂ ǅǐ Ʒǌǌǐǌ ȝȂ ȝǣǐ

ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॽ

/Ǽ ƷǌǌǦȝǦȂǼॶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ Ȗȏǐǐǌ ǦȖ Ʒ ǴǐΞ ǻǐȝȓǦǆ ǦǼ �% ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ sǣǦǶǐ ǜƷȖȝ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ƷǶǶৄƷȝȂǻ

ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ Ʒȓǐ ȠȖǐǌ ƷȖ Ʒ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴॶ ȝǣǦȖ Ǽǐǐǌ ǼȂȝ ǅǐ ȝǣǐ ǆƷȖǐॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȂǼǐ ǆȂȠǶǌ

आः



ȝƷȓǝǐȝ B=ǻȂǌǐǶȖ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ǖǤ ȅțȅȼȅȡ ǌƷȝƷ ȝǣƷȝ ΘȂȠǶǌ ǅǐ ǜƷȓ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐॽ bȂ ȝǣǦȖ ǐǼǌॶ Θǐ ȒȠƷǼȝǦৄ

Жǐǌ ȝǣǐ ǐАǆǦǐǼǆΞ ǝƷǦǼǐǌ ǅΞ ȠȖǦǼǝ B=ǻȂǌǐǶȖ Ʒȝ Ʒ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ƷȖ ȂȏȏȂȖǐǌ ȝȂ ȝǣǐ ǜȠǶǶ

ƷǶǶৄƷȝȂǻ ƷǶȝǐȓǼƷȝǦΗǐॽ sǐ ЖǼǌ ȝǣƷȝ ȝǣǐȖǐ Ʒȓǐ ǐΗǐǼ ǻȂȓǐ ǐАǆǦǐǼȝ ΘǣǐǼ ȝƷǴǦǼǝ ǦǼȝȂ ƷǆǆȂȠǼȝ ȝǣǐ ǶƷȓǝǐȖȝ

ȖȝƷǅǶǐ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖॽ

$Ƞȓȝǣǐȓ ȝȂ ȝǣǐ ȏȂǦǼȝ Ȃǜ ǌǐȖǦǝǼǦǼǝ ǻȂȓǐ ǐАǆǦǐǼȝ �%ǻȂǌǐǶȖॶ ȝǣǐ ƷǼƷǶΞȖǦȖ Θǐ ǣƷΗǐ ǌȂǼǐ ȂǼ ȝǣǐ

ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ ȖǦǼǝǶǐৄ ΗǐȓȖȠȖ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ǦȖ ΗƷǶȠƷǅǶǐॽ /Ǽ ȝǣǦȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴॶ

ȝǣǐȓǐ ǦȖ ȠǼǜƷΗȂȓƷǅǶǐ ȖǆƷǶǦǼǝ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǼȠǻǅǐȓ Ȃǜ ȖȏǐǆǦǐȖॽ �Ȗ ȖȠǆǣॶ Ʒ ȖǦǼǝǶǐৄȖȏǐǆǦǐȖ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ

ǐȒȠƷȝǐȖ ȝȂ Ʒ ǻȠǆǣ ǜƷȖȝǐȓ ǻȂǌǐǶॽ [ΞȖȝǐǻȖ Θǣǐȓǐ ȝǣǦȖ ǆǣȂǦǆǐ ǌȂǐȖ ǼȂȝ ǶǐƷǌ ȝȂ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ǶȂȖȖ

ǦǼ ȏƷǦȓৄΘǦȖǐ ƷǼǌ ǆȂȓȓǐǶƷȝǐǌ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌॶ ΘǦǶǶ ǅǐǼǐЖȝ ǝȓǐƷȝǶΞ

ǜȓȂǻ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ǻȂǌǐǶ ǐАǆǦǐǼǆΞॽ

BȂȓǐȂΗǐȓॶ ȝǣǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǐǼƷǅǶǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ǅǐ ȝȓƷǼȖǜǐȓȓǐǌ ƷǆȓȂȖȖ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖΞȖȝǐǻȖ ǦǼ

Ʒ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐǌ ΘƷΞॽ �Ξ ȝǣǐ ǶȂǆƷǶǦȝΞ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼ ǦǼǣǐȓǐǼȝ ǦǼ ȝǣǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॶ ǜȂȓ ǶȂǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼৄ

ǻǐǼȝȖ ȝǣƷȝ Ʒȓǐ ȖǦǻǦǶƷȓ ƷǆȓȂȖȖ ȖΞȖȝǐǻȖ ǜȂȓǆǐȖ ΘǦǶǶ ǅǐ ȏȓǐǌǦǆȝǐǌ ȝȂ ǅǐ ȖǦǻǦǶƷȓॶ Ʒȝ Ʒ ǝǦΗǐǼ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ

ȖȝƷȝǐॽ [ǦǻǦǶƷȓǶΞॶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖ ȝǣƷȝ ǌǦЍǐȓ ΘǦǶǶ ȓǐȖȠǶȝ ǦǼ ȖǻƷǶǶ ǴǐȓǼǐǶ ΗƷǶȠǐȖ ƷǼǌ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǐ ȏȓȂȏȂȓৄ

ȝǦȂǼƷǶǶΞ ǶǐȖȖ ȝȂ ȝǣǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȂȓǆǐȖ ȂǼ ǼǐΘ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ΘǦǶǶ ȓǐȒȠǐȖȝ ǻȂȓǐ

ǌƷȝƷॽ

/Ǽ ȏȓƷǆȝǦǆǐॶ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǆȂȠǶǌ ǅǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ǌǐΗǐǶȂȏ �%ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ǆȂǻǻȂǼ ȏȂǶΞǻǐȓ ǅƷǆǴǅȂǼǐȖ

ȝǣƷȝ ǆȂȠǶǌ ȝǣǐǼ ǅǐ ǐАǆǦǐǼȝǶΞ ƷǌƷȏȝǐǌ ȝȂ ȖΞȖȝǐǻȖ ΘǦȝǣ ǌǦЍǐȓǦǼǝ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶǦΣƷȝǦȂǼॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐॶ ȂǼǶΞ

ǌƷȝƷ ƷȓȂȠǼǌ ǼǐΘ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ǝȓȂȠȏȖ ΘȂȠǶǌ ǅǐ ȓǐȒȠǦȓǐǌॶ ƷȖ ȂȏȏȂȖǐǌ ȝȂ ȖȝƷȓȝǦǼǝ ǜȓȂǻ ȖǆȓƷȝǆǣॽ bǣǦȖ

ΘȂȠǶǌ ƷǶǶȂΘ ǜȂȓ ǻȂȓǐ ȓƷȏǦǌ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ȖǆȓǐǐǼǦǼǝ ȖǐȝȝǦǼǝȖॽ

sǐ ǐǻȏǣƷȖǦΣǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐȓǐ ǦȖ Ʒ ȝȓƷǌǐȂЍ ǦǼ ȖǦǼǝǶǐৄ ƷǼǌ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ ǻȂǌৄ

ǐǶȖॽ /Ǽ ȝǣǐ ȂǆȝƷǼǐ ǐΝƷǻȏǶǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴॶ ȝǣǐȓǐ ǦȖ ƷǼ ǐƷȖǐ Ȃǜ ǌǦȓǐǆȝ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ȖǦǼǝǶǐৄ

ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣȂȠȝ ƷǌƷȏȝǦȂǼॽ HǼ ȝǣǐ Ȃȝǣǐȓ ǣƷǼǌॶ ȝǣǐ ƷǆǣǦǐΗƷǅǶǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ȠȏȂǼ ȝǣǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼ Ȃǜ

ǻȂȓǐ ǌƷȝƷ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂȓǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦΗǐ ȝΘȂৄȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶ ǻƷΞ ǅǐ ǻȂȓǐ ǌǐȖǦȓƷǅǶǐॽ /Ǽ ǝǐǼǐȓƷǶॶ Ǧȝ ǦȖ ǌǦАǆȠǶȝ

ȝȂ ƷǼȝǦǆǦȏƷȝǐ ȝǣǐ ǐΝȝǐǼȝ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǆȂǻȏǶǐΝ ȝȓƷǌǐȂЍॽ

आऄ



bǣǐ ǦȖȖȠǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶ ΗƷȓǦƷǼǆǐ ǦȖ ǜȠȓȝǣǐȓ ƷǌǌȓǐȖȖǐǌ ǣǐȓǐǦǼ ƷȖ ƷȓǦȖǦǼǝ ǜȓȂǻ ǶǦǻǦȝǐǌ ǌǦȓǐǆȝ UB$ ǦǼৄ

ǜȂȓǻƷȝǦȂǼॽ �Ξ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȂǼ ȝǦǻǐৄƷΗǐȓƷǝǐǌ ǜȂȓǆǐȖ ȂǼǶΞॶ ȂǅȝƷǦǼǐǌ ǜȓȂǻ ȠǼǅǦƷȖǐǌB� ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖॶ

UB$ ǦǼ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ȓǐǝǦȂǼȖ ǦȖ ǌǦАǆȠǶȝ ȝȂ ǆƷȏȝȠȓǐॽ sǣƷȝ৚Ȗ ǻȂȓǐॶ ǐΝƷǻǦǼǦǼǝ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ ƷǶȂǼǐ ǆƷǼ

Ȗǐǐǻ ȝȂ ȖȠǝǝǐȖȝ ȝǣƷȝ ǻȂǌǐǶȖ ȖǣȂȠǶǌ ƷǶΘƷΞȖ ǦǻȏȓȂΗǐ ΘǦȝǣ ǻȂȓǐ ǌƷȝƷॽ /Ǽ ǜƷǆȝॶ Θǐ ȖǣȂΘ ȝǣƷȝ ȂΗǐȓ ƷǼ

ǐǼȖǐǻǅǶǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॶ ƷΗǐȓƷǝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ ǦǼǌǐǐǌ ǌǐǆȓǐƷȖǐ ǻȂǼȂȝȂǼǦǆƷǶǶΞ ΘǦȝǣ ǻȂȓǐ ǌƷȝƷॶ ΘǣǦǶǐ UB$

ǐȓȓȂȓȖ ǌȂ ǼȂȝ ǼǐǆǐȖȖƷȓǦǶΞ ǌǐǆȓǐƷȖǐ ǜȂȓ ǐƷǆǣ ǻȂǌǐǶॽ �Ȗ Ʒ ȓǐȖȠǶȝॶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ƷȓǦȖǦǼǝ ǜȓȂǻ UB$ ΗƷǶȠǐȖॶ

ȖȠǆǣ ƷȖ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ ȓƷȝǦȂȖ Ȃǜ ȖȝƷǅǶǐ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖॶ ǆƷǼ ΗƷȓΞ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝǶΞ ƷǼǌ ǆȂǼΗǐȓǝǐ ȖǶȂΘǶΞ ǦǼ ȝǣǐ

ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȏȓȂǆǐȖȖॽ sǐ ЖǼǌ ȂǼǶΞ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ȂΗǐȓ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦǶǶ ǦǻȏȓȂΗǐ ȖȠǆǣ ȏȓȂȏǐȓȝΞ ȏȓǐৄ

ǌǦǆȝǦȂǼȖॽ sǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣƷȝ ǌǐȖȏǦȝǐ ȝǣǐ ǶƷǆǴ Ȃǜ ǌǦȓǐǆȝ UB$ ǶƷǅǐǶȖ ǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝॶ ȏȓȂΗǦǌǦǼǝ

ǜȂȓǆǐȖ ȖȝǦǶǶ ǦǻȏƷȓȝȖ ǻǐƷǼǦǼǝǜȠǶ UB$ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȝǣƷȝ ǦȖ ȓǐЙǐǆȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǻȂǼȂȝȂǼǦǆ ǅǐৄ

ǣƷΗǦȂȠȓ Ȃǜ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝǦǐȖॽ bǣǦȖ ƷǶǶȂΘȖ Ʒ ǅǐȝȝǐȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ Ȃǜ ǻȂǌǐǶ ȓȂǅȠȖȝǼǐȖȖ Θǣǐȓǐ ȝȓƷǌǦȝǦȂǼƷǶ

ǻǐȝȓǦǆȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓȖ Ʒȓǐ ǦǼȖȠАǆǦǐǼȝॽ

sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǶȂǆƷǶ UB$ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȏǶȂȝȝǐǌ ǦǼ $ǦǝȖॽ ंॽआǅॶǆ ǌȂǐȖ ǼȂȝ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌ

ȒȠƷǼȝǦȝƷȝǦΗǐǶΞ ȝȂ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ƷǅȖȂǶȠȝǐ ǜȂȓǆǐ ǐȓȓȂȓ Ȃȓ ȏȂȏȠǶƷȝǦȂǼ ǐȓȓȂȓॽ sǣǦǶǐ ȖȂǻǐ ΘȂȓǴ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ǌȂǼǐ

ȂǼ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ǣȂΘ ȝȂ ǻȂȓǐ ǆȂǼǆȓǐȝǐǶΞ ǶǦǼǴ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ƷǼǌ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐऀࣿंॶ Ǧȝ ǦȖ ǼȂȝ ΘǐǶǶ ȠǼৄ

ǌǐȓȖȝȂȂǌ ǣȂΘ Θǐ ǆƷǼॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝȓƷǼȖǶƷȝǐ ȖȏǐǆǦЖǆ ΗƷǶȠǐȖ Ȃǜ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ȝȂ ȝǣǐ ΗƷȓǦƷǼǆǐ Ȃǜ

ȂǅȖǐȓΗǐǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ȂΗǐȓ ƷǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ Ȃǜ ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǦȖ ȓǐǻƷǦǼȖ ƷǼ ȂȏǐǼ ȒȠǐȖȝǦȂǼ ƷǼǌ ǌǐৄ

ǻƷǼǌȖ ȖΞȖȝǐǻƷȝǦǆ ǦǼΗǐȖȝǦǝƷȝǦȂǼ ǐΗǐǼ ǜȂȓ ǜȂȓǆǐৄЖǐǶǌȖ ǦǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ BȂȓǐȂΗǐȓॶ ȝǣǐ ȏƷȓȝǦǆȠৄ

ǶƷȓ ǜȂȓǻ ǦǼ ΘǣǦǆǣ Θǐ ƷǼƷǶΞΣǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǦǼ ǐȒȠƷȝǦȂǼ ঳ंॽँअ঴ ǦȖ Ʒ ǆǣȂǦǆǐॽ Hȝǣǐȓ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ

ǜȂȓǻȖ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǆƷǼ ǅǐ ǆȂǼǆǐȏȝȠƷǶǦΣǐǌ ȝǣƷȝ ǻƷΞ Ȃȓ ǻƷΞ ǼȂȝ ȏȓȂΗǦǌǐ ǌǐǐȏǐȓ ȏǣΞȖǦǆƷǶ

ǦǼȖǦǝǣȝॽ bǣǦȖ ΘǦǶǶ ȓǐȒȠǦȓǐ ǆƷȓǐǜȠǶ ǆȂǼȖǦǌǐȓƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ǜȠȝȠȓǐ ΘȂȓǴȖॽ

$ǦǼƷǶǶΞॶ Θǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ Ʒ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐ ǦǼ ǻƷǴǦǼǝ ȝǣǐ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǻǐȝǣȂǌ ǻȂȓǐ ǝǐǼǐȓƷǶǶΞ Ʒȏৄ

ȏǶǦǆƷǅǶǐ ǦȖ ȝǣǐ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼ Ȃǜ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼȖ ȝȂ ǐǼƷǅǶǐ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǌȠȓǦǼǝ

ȝǣǐ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǶȂȂȏॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ȖǐƷǻǶǐȖȖǶΞ ǝȂ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ƷǼǌ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȓǐȏȓǐৄ

ȖǐǼȝƷȝǦȂǼȖॶ Ʒ Ȗǆǣǐǻǐ ǜȂȓ ȓǐǆȂΗǐȓǦǼǝ ǶȂȖȝ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻǻȠȖȝ ǅǐ ǌǐȖǦǝǼǐǌॽ /Ǽ ǻƷǼΞ ǆƷȖǐȖ ȝǣǦȖ ǦȖ

आअ



ǌȂǼǐ ΘǦȝǣ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ǌǐȖǦǝǼǐǌ ǜȂȓ ȖȏǐǆǦЖǆ ȖΞȖȝǐǻȖ ঳ƷȖ Θǐ ǣƷΗǐ ȠȝǦǶǦΣǐǌ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ঴ॶ Ȃȓ ǅȓȠȝǐ ǜȂȓǆǐ

ǻǐȝǣȂǌȖ ȖȠǆǣ ƷȖ Ʒ ǻȠǶȝǦৄȖȝƷǝǐ ǆȂǻȏȓǐȖȖǦȂǼ ƷǼǌ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ǅȂΝ ȝȂ ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǐ ȓǐȏǶƷǆǐǌ

ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ XǐǆǐǼȝ ΘȂȓǴȖ ǣƷΗǐ ǅǐǝȠǼ ȝȂ ǐΝƷǻǦǼǐ ȝǣǦȖ ȏȓȂǅǶǐǻ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȏǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐ Ȃǜ ǻƷৄ

ǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝआँॶआऄॶआࣿॶआअॶआऀॶ ǅȠȝ ȖȠǆǣ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ȓǐȒȠǦȓǐ ȏȓǐৄȖǐǶǐǆȝǐǌ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǐȝȖ ȝȂ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝǣǐ �%

ǻƷȏȏǦǼǝ ȝǣƷȝ ΘȂȠǶǌ ȓǐȒȠǦȓǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ΘȂȓǴ ȝȂ ȓǐǆȂǼǆǦǶǐ ΘǦȝǣ ȂȠȓ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȗǆǣǐǻǐॽ �ȂǦǼǝ ȖȂ

ΘǦǶǶ ǐǼƷǅǶǐ Ʒ ǻȠǆǣ ǅȓȂƷǌǐȓ ȖȝȠǌΞ Ȃǜ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ Ʒȝ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼȖॽ

bǣǐ ȖǐǆȂǼǌ ȏȓǦǻƷȓΞ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ЖǐǶǌ ǦȖ ȝǣǐ ǐȖȝƷǅǶǦȖǣǻǐǼȝ Ȃǜ Ʒ ȓǦǝȂȓȂȠȖ ȝǣǐȂȓǐȝǦǆƷǶ ǜȓƷǻǐৄ

ΘȂȓǴ ǜȂȓ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǣǦǝǣৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǻȂǌǐǶȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣǐ UB$ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ

Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ

� ȏȓǦǻƷȓΞ ǝȂƷǶ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǶǦǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ǐȖȝǦǻƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ƷȖ

ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ Ȃǜ ȓǐǌȠǆǐǌ ǌǐǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻॽ �ȖȝǦǻƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ǦȖ Ʒ

ǶȂǼǝৄȖȝƷǼǌǦǼǝ ǆǣƷǶǶǐǼǝǐ ǦǼ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖॽ /Ǽ ƷǅȖȝȓƷǆȝ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ȖǐǼȖǐॶ ȂȠȓ ΘȂȓǴ ȏȓȂΗǦǌǐȖ Ʒ

ǝǐǼǐȓƷǶ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǜȂȓ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǅǶǐ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ǶǐƷȓǼ ǣǦǝǣৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ǆȠǻȠǶƷǼȝ ǝǐǼৄ

ǐȓƷȝǦǼǝ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖॽ /Ǽ ȝǣǐ ǆȂǼǆǐȏȝȠƷǶ ΗǐǦǼ Ȃǜ [ȂǅȂǶǐΗ ȝȓƷǦǼǦǼǝॶ Θǐ ȝȓƷǦǼ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶȖ ȂǼ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ Ȃǜ

ȝǣǐ ȝƷȓǝǐȝ ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ΘǣǦǆǣ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǆȠǻȠǶƷǼȝȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȠǼǌǐȓǶΞǦǼǝ ȓƷǼǌȂǻ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖॶ ȝǣƷȝ Θǐ ȂǅȝƷǦǼ ǅΞ

ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ȖƷǻȏǶǦǼǝॽ sǐ ǼȂȝǐ ȝǣǐ ǌǦȖȝǦǼǆȝǦȂǼ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǦǌǐƷ Ȃǜ ȏǣΞȖǦǆƷǶǶΞ ǦǼǜȂȓǻǐǌ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖ

঳U/CCȖ঴ऀࣿःॶ Θǣǐȓǐ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼȖ ǦǼΗȂǶΗǦǼǝ ȂǼǶΞ ȝǣǐ ȂȠȝȏȠȝ Ʒȓǐ ȠȖǐǌ ƷȖ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȓǐǝȠǶƷȓৄ

ǦΣƷȝǦȂǼ ȝǐȓǻȖ ǦǼ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼॽ /ǼȖȝǐƷǌॶ Θǐ ƷȠǝǻǐǼȝ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ǦǼȏȠȝȖ ΘǦȝǣ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ǦǼȏȠȝȖ ƷǼǌ

ȠȖǐ ǐΝƷǆȝ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ ȓǐǶƷȝǦȂǼȖ ȝȂ ƷǶǶȂΘ ǜȂȓ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝƷȓǝǐȝȖॶ ǦǻȏȓȂΗǦǼǝ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȝȓƷǼȖৄ

ǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞॶ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ƷǼǌ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǐАǆǦǐǼǆΞॽ HȠȓ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ƷǶȖȂ ǅȠǦǶǌȖ ȂǼ ȝǣǐ ǐǶǐǻǐǼȝȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǆǶƷȖৄ

ȖǦǆ ��=U,��ǻǐȝǣȂǌॶ Θǣǐȓǐ ȏǣƷȖǐ ǌǦƷǝȓƷǻȖ ƷǼǌ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȖȝƷȝǐ Ʒȓǐ ǌǐȝǐȓǻǦǼǐǌ ǅΞ ǶǐƷȓǼǦǼǝ

ȝǣǐ ǻƷǆȓȂȖǆȂȏǦǆ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ƷȖ Ʒ ǶȂΘৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ȏȂǶΞǼȂǻǦƷǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȠȖǦǼǝ ǦȝȖ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐ ǌǐȓǦΗƷৄ

ȝǦΗǐȖऀࣿऄॽ CǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ Θǐȓǐ ƷǶȖȂ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǜȂȓ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝǣǐ ǻƷǆȓȂȖǆȂȏǦǆ

ǐȒȠƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȖȝƷȝǐऀࣿअॽ

[ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞ ǦǼ ȝǣǐ ǆȂǼȝǐΝȝ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॶ Θǐ ȏȓȂΗǦǌǐ Ʒ ΘƷΞ ȝȂ ǶǐƷȓǼ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ

आआ



ǅΞ ȠȖǦǼǝ ȏǣΞȖǦǆƷǶǶΞ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ƷǼǌ ȓǐȖȏȂǼȖǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǦǼ Ʒ ȠǼǦЖǐǌ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦৄ

ǆƷǶǶΞ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ǻƷǼǼǐȓ ǅΞ ǦǌǐǼȝǦǜΞǦǼǝ ȝǣǐȖǐ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǆȠǻȠǶƷǼȝȖ ΘǦȝǣ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞॽ

bǣǐ ƷǌΗƷǼȝƷǝǐ Ȃǜ ȝǣǦȖ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǦȖ ȝǣǐ ȖǦǻȏǶǦǆǦȝΞ Ȃǜ ǦȝȖ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼॶ Θǣǐȓǐ ǐΝǦȖȝǦǼǝ �%ǻȂǌǐǶȖ

Ʒȓǐ ǐǼǌȂΘǐǌ ΘǦȝǣ ƷǌǌǦȝǦȂǼ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ǦǼȏȠȝȖ ȂǼ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ȖȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ȝǣǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ

ǻȂǌǦǜΞǦǼǝ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΘǦȝǣ ǻƷȝǆǣǦǼǝ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐ ৄ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐ ȏƷǦȓȖॽ bǣǦȖ ǦȖ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ǻǐȝǣȂǌ ȝȂ

ǌƷȝǐॶ ȝȂ ȂȠȓ ǴǼȂΘǶǐǌǝǐॶ ȝǣƷȝ ȠȝǦǶǦΣǐȖ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ǜȂȓ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǦǼ ȖȠǆǣ Ʒ ΘƷΞ ƷǼǌ ȝǣƷȝ ǐǼƷǅǶǐȖ

ȝǣǐ ΗƷǶȠǐȖ ঳ǼȂȝ ȂǼǶΞ ǝȓƷǌǦǐǼȝȖ঴ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ UB$ ȝȂ ǅǐ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ȝǣȓȂȠǝǣ ȝǣǐ ǼǐΘ ȝȓƷǦǼǦǼǝ

ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼॽ

$Ƞȓȝǣǐȓॶ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖ ȓǐȒȠǦȓǐ ǼȂ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ȂΗǐȓǣǐƷǌॶ ȖǦǼǆǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǆȂǼৄ

ȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȏȓȂǌȠǆǐ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓǦǐȖ ȝǣƷȝ ǆȂǼȝƷǦǼ ǜȂȓǆǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǶƷǅǐǶȖ ƷǶȂǼǝ ΘǦȝǣ ȝȂȝƷǶ

ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖॶ ǜȓȂǻ ΘǣǦǆǣ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ Ȃǜ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ǆȠǻȠǶƷǼȝȖ ǆƷǼ ǅǐ ǐȖȝǦǻƷȝǐǌ Ʒȝ ǼȂ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ

ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǆȂȖȝॽ bǣǦȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǆƷǼ ǅǐ ȖǐƷǻǶǐȖȖǶΞ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝǐǌ ǦǼȝȂ ǐΝǦȖȝǦǼǝ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ƷȓǆǣǦȝǐǆৄ

ȝȠȓǐȖॶ ƷǼǌ ǦȖ ȖǣȂΘǼ ȝȂ ȏȓȂǌȠǆǐ ǻȂȓǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ UB$Ȗ ΘǦȝǣ Ʒ ǣǦǝǣǐȓ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǐАǆǦǐǼǆΞॽ �Ȗ ǌǐǻȂǼৄ

ȖȝȓƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǦǻȏȓȂΗǐǻǐǼȝȖ Ʒȝ ЖΝǐǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॶ Θǐ ǣƷΗǐ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌ Ʒ ǶȂΘৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ȝȂΞ

ǻȂǌǐǶ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ Ʒ ȓǐƷǶǦȖȝǦǆ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ȏȓȂǆǐǌȠȓǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐॽ

sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ȂΗǐȓǣǐƷǌ ǻƷΞ ǅǐ ǦǼǆȠȓȓǐǌ ǦǼ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ ǦǻȏǶǐǻǐǼৄ

ȝƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ [ȂǅȂǶǐΗ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖȝȓƷȝǐǝΞॶ ƷȖ Ʒ ȓǐȖȠǶȝ Ȃǜ ǼǐǐǌǦǼǝ ǻȠǶȝǦȏǶǐ ȏƷȖȖǐȖ Ȃǜ ǅƷǆǴȏȓȂȏƷǝƷȝǦȂǼ ǜȂȓ

ǣǦǝǣǐȓ Ȃȓǌǐȓ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ Θǐ ǐΝȏǐǆȝ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖȝƷȝǦȖȝǦǆƷǶ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ �� ǶƷǅǐǶȖ ΘǦǶǶ ǌȂǻǦǼƷȝǐ

ȝǣǐ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǆȂȖȝ ǼȂǼǐȝǣǐǶǐȖȖॽ �Ǽ ǦȖȖȠǐ ȝȂ ǅǐ ȓǐȖȂǶΗǐǌ ǜȂȓ ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǦȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ

ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȂΗǐȓ ǼȂǦȖΞ ǶƷǅǐǶȖ ǦǼ �Ȓॽ �ॽऀ Ȃǜ BǐȝǣȂǌȖ ǦȖ ǐƷȖΞ ȝȂ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝ ȂǼǶΞ Ƞȏ ȝȂ ЖȓȖȝ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ

঳ȂȠȓ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǦȂǼ ǦǼǆǶȠǌǐȖ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ ǜȂȓǆǐȖ ƷǼǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖ঴ॽ /ǜ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ ΗƷȓǦƷǼǆǐ Ȃǜ ȝǣǐ

ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ঳�Ȓॽ ःॽआ঴ॶ Ǧȝ ǦȖ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞ ȝȂ ǐȖȝǦǻƷȝǐ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǜȂȓ ǐƷǆǣ �% ǆȂǼৄ

ЖǝȠȓƷȝǦȂǼॶ ȏȓǦȂȓ ȝȂ ǜȂȓǻȠǶƷȝǦǼǝ Ʒ ǼȂǦȖΞ ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǐȖȝǦǻƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ΗƷȓǦƷǼǆǐॽ HȠȓ ǜȂȓǻƷǶǦȖǻ

ƷȏȏǶǦǐȖ ȖȝȓƷǦǝǣȝǜȂȓΘƷȓǌǶΞ Ʒȝ ƷǼΞ Ȃȓǌǐȓ ΘǣǐǼ ȠȖǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ȝȂ ǐȖȝǦǻƷȝǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗৄ

ǐȓƷǝǐȖॶ ǅȠȝ ǐАǆǦǐǼȝ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȖȠǆǣ ǐȖȝǦǻƷȝǐȖ ȠȖǦǼǝ ǼȂǦȖΞ ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǶƷǅǐǶȖ ǜȂȓ ǣǦǝǣǐȓ

आइ



Ȃȓǌǐȓ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ ȖǣȂȠǶǌ ǅǐ ƷǌǌȓǐȖȖǐǌ ǦǼ ǜȠȝȠȓǐ ΘȂȓǴॽ

�Ȗ ƷǼ ǐΝȝǐǼȖǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǻȠǶȝǦৄǻȂǌƷǶ ǶǐƷȓǼǦǼǝॶ Θǐ ȓǐǆȂǝǼǦΣǐ ȝǣƷȝ ȂȠȓ ǻǐȝǣȂǌ ƷǶȖȂ ȂЍǐȓȖ Ʒ ȏȓȂǻǦȖৄ

ǦǼǝ ƷΗǐǼȠǐ ǜȂȓ ǦǻȏȓȂΗǦǼǝ ȝǣǐ ȖȝƷȝǐ ȏȂǦǼȝ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ �%ǻȂǌǐǶȖॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ΘǣǦǶǐ �%ǻȂǌৄ

ǐǶȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ȝȓƷǦǼǐǌ ǅǐǜȂȓǐ ƷǝƷǦǼȖȝ ǻȠǶȝǦৄȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǜȂȓǆǐ ǌƷȝƷ ΘǦȝǣ ƷǼ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǦǼȏȠȝ

ȏƷȓƷǻǐȝǐȓऄआॶ ȂȠȓ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǦǼǆǶȠȖǦȂǼ Ȃǜ ǆȠǻȠǶƷǼȝȖ Ȃǜ ȝǣǐ �� ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǌƷȝƷ ǦǼ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ

ǶƷǅǐǶȖ ǅȓǦǼǝȖ ȖǦǝǼǦЖǆƷǼȝ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ΗǦƷ ȝǣǐ UB$৚Ȗ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ΗǦƷ ǦȝȖ ǝȓƷৄ

ǌǦǐǼȝȖॽ �Ȗ Ʒ ȓǐȖȠǶȝॶ ȝǣǦȖ ǦȖ Ʒ ȏȓȂǻǦȖǦǼǝ ǼǐΘǻǐƷǼȖ Ȃǜ ȖǦǻȠǶƷȝǦǼǝ ȖΞȖȝǐǻȖ ƷǆȓȂȖȖ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȏǣƷȖǐȖ ΘǦȝǣ

ǦǻȏȓȂΗǐǌ ǻȂǌǐǶ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞॽ BȂȓǐ ǝǐǼǐȓƷǶǶΞॶ ȂȠȓ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓǻȠǶƷȝǦȂǼ ƷǶǶȂΘȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ

ȝǣǐ UB$ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ȂǼ ƷǼΞ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȖȝƷȝǐ ȏȂǦǼȝ ǌǦȓǐǆȝǶΞ ȝǣȓȂȠǝǣ ƷǼ ǐΝȏƷǼǌǐǌ Ȗǐȝ Ȃǜ ǐǼȖǐǻৄ

ǅǶǐ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐȖॽ �ǐǻȂǼȖȝȓƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǆƷȏƷǅǦǶǦȝΞ ǦȖ Ƕǐǜȝ ȝȂ Ʒ ǜȠȝȠȓǐ ǦǼΗǐȖȝǦǝƷȝǦȂǼॽ

sǐ ǼȂȝǐ ȖȂǻǐ ǶǦǻǦȝƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȏȓǐȖǐǼȝ ƷǼƷǶΞȖǦȖ ƷȖ ȂȏȏȂȓȝȠǼǦȝǦǐȖ ǜȂȓ ǜȠȝȠȓǐ ΘȂȓǴॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ

Θǐ ȖǣȂȠǶǌ ǐΝȏǐǆȝ ȝǣƷȝॶ ǦǼ ȝǣǐ ǆƷȖǐ Ȃǜ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǦǼǝ Ʒȝ ЖΝǐǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ ΗȂǶȠǻǐॶ ȝǣǐ

ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ ΘǦǶǶ ǅǐ ǻƷΝǦǻƷǶǶΞ ǣǐǶȏǜȠǶ ȝȂ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ΘǣǐǼ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǐǼȝȓȂȏǦǆ

ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǦȖ ǆǶȂȖǐ ȝȂ ΣǐȓȂॶ Ǧॽǐॽ ΘǣǐǼ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ Ʒȓǐ ǻȂȖȝ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦΗǐॽ

sǣǦǶǐ ƷǼΞ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶȖ ΘǦǶǶ ǣǐǶȏॶ ȝǣǐ ǐΝȝǐǼȝ ȝȂ ΘǣǦǆǣ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ǣǐǶȏ

ǦǼ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝǣǐ UB$ ȖǣȂȠǶǌ ǅǐ ǻȂȓǐ ǆǶȂȖǐǶΞ ǐΝȏǶȂȓǐǌॶ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓǶΞ ǜȂȓ ǶƷȓǝǐ ȖΞȖȝǐǻȖ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ȝȂȝƷǶ

ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶ ǻƷΞ ǆȂǼȝƷǦǼ ǶǦǻǦȝǐǌ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼॽ

�ȓȂƷǌǶΞॶ ǜȂȓ Ʒ ǝǦΗǐǼ ǻƷȏȏǦǼǝ ǅǐȝΘǐǐǼ ȝǣǐ ЖǼǐ ƷǼǌ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼȖॶ Θǐ ȏȓǐȖǐǼȝ

Ʒ ȠǼǦЖǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǜȂȓ ǆȂǼǼǐǆȝǦǼǝ ȝǣǐ ȝΘȂ ȖǆƷǶǐȖ ǦǼ Ʒ ȓǦǝȂȓȂȠȖ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ΘƷΞ ƷǼǌ

ǜȂȓ ǆƷȏȝȠȓǦǼǝ ƷȓǅǦȝȓƷȓǦǶΞ ǆȂǻȏǶǐΝ ǼȂǼǶǦǼǐƷȓ ƷǼǌ ǆȂȠȏǶǐǌ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǦǐȖ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǜȓǐǐ ǐǼৄ

ǐȓǝΞ ȂǼ ȖΞȖȝǐǻ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॽ HȠȓ ǻǐȝǣȂǌ ǆƷǼ ǅǐ ȓǐƷǌǦǶΞ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ȝȂ ǦǼǆǶȠǌǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝǣǐȓǻȂৄ

ǌΞǼƷǻǦǆ ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐȖ ƷȖ ȝƷȓǝǐȝȖॶ ȖȠǆǣ ƷȖ ȖȝȓǐȖȖǐȖॶ ȏȂǶƷȓǦΣƷȝǦȂǼॶ ƷǼǌ ǻƷǝǼǐȝǦΣƷȝǦȂǼॽ bǣǦȖ ǆƷǼ ǅǐ Ʒǆৄ

ǆȂǻȏǶǦȖǣǐǌ ǅΞ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ƷȖ ǦǼȏȠȝȖ ȝȂ ȝǣǐ �%ǻȂǌǐǶ ƷǼǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷȝǦǼǝ Ǧȝ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ΗƷȓǦƷǅǶǐȖ

ȖȠǆǣ ƷȖ ȖȝȓƷǦǼॶ ǐǶǐǆȝȓǦǆ ЖǐǶǌॶ ƷǼǌ ǻƷǝǼǐȝǦǆ ЖǐǶǌॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॶ ƷǼǌ ǻƷȝǆǣǦǼǝ ǦǼ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΘǦȝǣ

ȝǣǐ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ �� ȂǅȖǐȓΗƷǅǶǐȖॽ bǣǦȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ǐǼƷǅǶǐȖ ȝǣǐ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ

आई



ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓǐȖǐǼǆǐ Ȃǜ ƷǼΞ Ȗǐȝ Ȃǜ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ǜȂȓǆǐȖ ƷǆȝǦǼǝ ǦǼ Ʒ ΗƷȓǦǐȝΞ

Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǐǼȖǐǻǅǶǐȖॽ �ΝƷǻȏǶǐȖ Ȃǜ ȖȠǆǣ ǜȠȝȠȓǐ ΘȂȓǴ ǻǦǝǣȝ ǦǼǆǶȠǌǐ ǐΝȏǶȂȓǦǼǝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ

ƷǼǌ ȏȓǐȖȖȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ȏǣƷȖǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼȖॶ ǆȂȠȏǶǐǌ ǐǶǐǆȝȓȂৄǻǐǆǣƷǼǦƷǶ ȓǐȖȏȂǼȖǐॶ ƷǼǌ ǐΝȝǐǼȖǦȂǼȖ ȝȂ

Ȃȝǣǐȓ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǐǼȖǐǻǅǶǐȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣǐ ǝȓƷǼǌ ǆƷǼȂǼǦǆƷǶ ǐǼȖǐǻǅǶǐॽ �ΝƷǻȏǶǐȖ ȝȂ ǅǐ ǐΝȏǶȂȓǐǌ

ǦǼǆǶȠǌǐ ǣǦǝǣǐȓৄȂȓǌǐȓ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖॶ ǆȂȓȓǐȖȏȂǼǌǦǼǝ ȝȂ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǜȓȂǻ ƷǼǌ ȏȓǐǌǦǆȝǦǼǝ ǐॽǝॽ ǣǐƷȝ ǆƷȏƷǆǦȝΞ

ƷǼǌ ǆȂǻȏȓǐȖȖǦǅǦǶǦȝΞॽ /Ǽ ǝǐǼǐȓƷǶॶ ȝǣǦȖ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ΘǦǶǶ ǐǼƷǅǶǐ Ʒ ǅǐȝȝǐȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ Ȃǜ ΘǣƷȝ ƷȖȏǐǆȝȖ

Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǆƷǼ ǅǐ ǦǻȏȓȂΗǐǌ ǅΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ΘǦȝǣ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǆȂǻǅǦǼƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǐǼৄ

ȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐȖॽ

sǦȝǣ ȖȠǆǣ ǼȂΗǐǶ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝȖ ȏǶƷǆǐǌ ȂǼ Жȓǻ ǜȂȂȝǦǼǝॶ ȝǣǐ ЖǐǶǌ ǦȖ ȖǦȝȠƷȝǐǌ ǦǼ ƷǼ ǐΝǆǦȝǦǼǝ ȏȂȖǦȝǦȂǼॽ

CǐΘ ȏȓȂǅǶǐǻȖ ǆƷǼ ǅǐ ƷǌǌȓǐȖȖǐǌ Ʒȝ ǣǦǝǣǐȓ ǶǐΗǐǶȖ Ȃǜ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ȝǣƷǼ ȏȓǐΗǦȂȠȖǶΞ ȏȂȖȖǦǅǶǐॽ bǣǐ ǜȠȝȠȓǐ

Ȃǜ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ ǌǐȖǦǝǼ ΘǦǶǶ ǅǐǼǐЖȝ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ǆȂǼȝǦǼȠǐǌ ǌǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ

ȏȓȂǆǐǌȠȓǐȖ ȝȂ ǐǼƷǅǶǐ ǜȠǶǶ ǻȠǶȝǦৄȖǆƷǶǐ ȖȂǶȠȝǦȂǼȖ ȝȂ ȓǐƷǶ ΘȂȓǶǌ ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ

इࣿ



A
[ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ BƷȝǐȓǦƷǶȖ ǜȂȓ �ǣƷȏȝǐȓ ं

�৷ऀ BҷԌԌӏӋ [Ԍҷԏԓӏ %ҷԞԓԓӢҷӹ UԏԀӅӏԓԓӏԓ

� ǝȓǐƷȝ ǌǐƷǶ Ȃǜ ΘȂȓǴ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ǌȂǼǐ ǦǼ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǦǼǝ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶȖॽ $Ȃȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝǣǐ ǻƷȏৄ

ȏǦǼǝ ȏȓȂǆǐǌȠȓǐ ǜȂȓ ȝΘȂৄ ƷǼǌ ȝǣȓǐǐৄǅȂǌΞ %U৚Ȗ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ǐΝȝǐǼȖǦΗǐǶΞ ǌǦȖǆȠȖȖǐǌ ǦǼ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ΘȂȓǴंॽ

sǣǦǶǐ ȝǣǐȖǐ ǻǐȝǣȂǌȖ Ʒȓǐ ȏǐȓǜǐǆȝǶΞ ƷǻǐǼƷǅǶǐ ȝȂ �% ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖॶ Θǐ ǣƷΗǐ ǜȂǆȠȖǐǌ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ ȂǼ

[%U৚Ȗॽ bȂ ȝǣǦȖ ǐǼǌॶ Θǐ ȏȓǐȖǐǼȝ Ʒ ȖǣȂȓȝ ȓǐΗǦǐΘ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǐȝǣȂǌȖ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ Xǐǜॽँ ǜȂȓ ƷǆǆǐǶǐȓƷȝǦǼǝ

इऀ



[%U৚Ȗॽ

UȓȂΗǦǌǐǌ Θǐ ǣƷΗǐ Ʒ ǼȂȓǻƷǶǦΣǐǌ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ǫ̃ȅ = ǫȅ/ǫȅ ƷǼǌ Ʒ ǴǐȓǼǐǶ ȝǣƷȝ ǦȖ Ʒ ǼȂȓǻƷǶǦΣǐǌ ǌȂȝ ȏȓȂǌৄ

Ƞǆȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

ȓ(ǫ̃ȅ, ǫ̃ȵ) = ࣣܿ(ǫ̃ȅ · ǫ̃ȵ)ܺ ঳�ॽऀ঴

Ǧȝ ǆƷǼ ǅǐ ȖǣȂΘǼ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖȠǻ Ȃǜ ǶȂǆƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ ȂΗǐȓ ȖȏƷȓȖǐ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖ ǜƷǆȝȂȓȖ ƷȖ

ε(ܽȅ) = ࣣܿ
∑

ȵ
(ǫ̃ȅ · ǫ̃ȵ)ܺܭȵ ঳�ॽँ঴

=
∑

Ț࣢,...,Țܺ

ǫ̃ȅȚ࣢ · · · ǫ̃ȅȚܺ

(
ࣣܿ
∑

ȵ
ǫ̃ȵȚ࣢ · · · ǫ̃ȵȚܺܭȵ

)
঳�ॽं঴

Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǦǼǌǐΝȚ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝȖ ƷǼ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ȏȂΘǐȓॽ sǣǐǼ ܺ = ࣢ॶ ȝǣǐ ȝǐȓǻ ǦǼ

ǅȓƷǆǴǐȝȖ ǦȖ Ʒ ΗǐǆȝȂȓॶ ǜȂȓ ܺ = ࣣ Ʒ ȓƷǼǴ ँ ȝǐǼȖȂȓॶ ƷǼǌ ȖȂ ȂǼॽ �ȓȠǆǦƷǶǶΞॶ ȝǣǐȖǐ ȝǐȓǻȖ ǦǼ ǅȓƷǆǴǐȝȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ

ȂǼǶΞ ȂǼǐȖ ǌǐȏǐǼǌǦǼǝ ȂǼ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȗǐȝ ȖȏƷȓȖǐ ȏȂǦǼȝȖ ƷǼǌ ǌȂ ǼȂȝ ǌǐȏǐǼǌ ȂǼ ȝǣǐ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ ǅǐǦǼǝ

ȏȓǐǌǦǆȝǐǌ ȂǼॽ /ȝ ǆƷǼ ȝǣǐȓǐǜȂȓǐ ǅǐ ǆȂǻȏȠȝǐǌ ȂǼǆǐ ƷǼǌ ǜȂȓ ƷǶǶ ƷǼǌ ȠȖǐǌ ǦǼ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼȖ

ΘǦȝǣȂȠȝ ȓǐǆƷǶǆȠǶƷȝǦǼǝॽ bǣǦȖ ǐЍǐǆȝǦΗǐǶΞ ȓǐǻȂΗǐȖ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǦΣǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐॽ

�৷ँ BҷԌԌӏӋ [Ԍҷԏԓӏ %ҷԞԓԓӢҷӹ UԏԀӅӏԓԓ [ӢӸԞӲҷԚӢԀӹԓ

HǼǆǐ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǐǌ [%U৚Ȗ Ʒȓǐ ǻƷȏȏǐǌॶ ȏǐǼȝƷǼǐ ƷǼǌ ȂǆȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǐǌ ǦǼ =�BBU[ ΘǦȝǣ

ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ǜȂȓ ँऄࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖ ƷǼǌ Ʒ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ऀ ǜȖ Ʒȝ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॽ bǣǐ ǌƷǻȏৄ

ǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ Ȃǜ ȝǣǐ CȂȖǐৄ,ȂȂΗǐȓ ȝǣȓǐǻȂȖȝƷȝ ǦȖ Ȗǐȝ ȝȂ ऀࣿࣿ ȝǦǻǐȖ ȝǣǐ ȝǦǻǐȖȝǐȏॽ UȓȂǌȠǆȝǦȂǼ ȓȠǼȖ ȝȂ

ƷǆȒȠǦȓǐ ȓƷǌǦƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ȓȠǼ ǜȂȓ ःࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖॶ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǜȓƷǻǐȖ ǐΗǐȓΞ ःࣿࣿ ȖȝǐȏȖॽ

sǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ƷǶȖȂ ȝǣǐ ǐАǆǦǐǼǆΞ ȝǣƷȝ ǦȖ ǝƷǦǼǐǌ ȂΗǐȓ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ B=�%ǻȂǌৄ

ǐǶȖॽ sǣǦǶǐ Θǐ ǣƷΗǐ ȠȖǐǌ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ ƷȖ ȂȠȓ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȓǐǜǐȓǐǼǆǐॶ ȝǣǦȖ Ǽǐǐǌ

ǼȂȝ ǅǐ ȝǣǐ ǆƷȖǐॽ �ǐǆƷȠȖǐ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ Ʒȓǐ ǝǐǼǐȓƷǶǶΞ ȒȠǦȝǐ ǜƷȖȝॶ ƷǼǌ ǼȂȝ ǼǐƷȓǶΞ ƷȖ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ƷȖ

B=ǻȂǌǐǶȖॶ ǆȂǻȏƷȓǦǼǝ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ȝǣǐǻ ΘȂȠǶǌ ǼȂȝ ǅǐ Ʒ ǜƷǦȓ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼॽ /Ǽৄ

इँ



ȖȝǐƷǌॶ Θǐ ǌǐǻȂǼȖȝȓƷȝǐ ȝǣǐ ǐАǆǦǐǼǆΞ Ȃǜ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ƷǼǌ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ �%ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ƷǼ ƷǶǶৄ

ƷȝȂǻ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȖΞȖȝǐǻॽ sǐ ȖǣȂΘ ȝǣǦȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻȖॶ

ǅȠȝ ȝǣǐ ȂǆȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂǶǶȂΘ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȝȓǐǼǌ ƷȖ ȝǣǐǦȓ ǌǐǼȖǦȝǦǐȖ Ʒȓǐ ǣǦǝǣǶΞ ȖǦǻǦǶƷȓॽ /Ǽ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ

$ǦǝȠȓǐ ंॽइॶ Θǐ ǆƷǼ Ȗǐǐ ǆǶǐƷȓǶΞ ȝǣǐ ȖȠǅȖȝƷǼȝǦƷǶ ǝƷǦǼ ǦǼ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼƷǶ Ȗȏǐǐǌ ΘǦȝǣ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝॽ /Ǽ

ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖ ΘǣǦǆǣ ǣƷΗǐ ȖǣȂΘǼ ȝȂ ǅǐ ȒȠǦȝǐ ƷǆǆȠȓƷȝǐ Ʒȓǐ ǜƷȖȝǐȓ ǅΞ Ʒ ǜƷǆȝȂȓ Ȃǜ

ंࣿৄःࣿॽ

�৷ं �[� Hӹ৳Ԛӟӏ৳$ӲԮ UҷԏҷӸӏԚӏԏԓ

bǣǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǶȂȂȏ ǦȖ ȓȠǼ ΘǦȝǣ �[�ऀࣿआॽ bǣǐ CUb ǐǼȖǐǻǅǶǐ ǦȖ ȠȖǐǌ ǜȂȓ ȝǣǐ

CȂȖǐৄ,ȂȂΗǐȓ ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼॶ ǅȠȝ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ǅƷȓȂȖȝƷȝ ȝȠȓǼǐǌ ȂЍ ƷǼǌ Ǵǐȏȝ Ʒȝ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ΗȂǶৄ

Ƞǻǐॽ � ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ऀ ǜȖ ǦȖ ȠȖǐǌॶ ΘǦȝǣ Ʒ ǌƷǻȏǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝ ǐȒȠƷǶ ȝȂ ऀࣿࣿ ȝǦǻǐȖ ȝǣǐ

ȝǦǻǐȖȝǐȏॽ HǼৄȝǣǐৄЙΞ ȝȓƷǱǐǆȝȂȓǦǐȖ Ʒȓǐ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ǜȂȓ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖ ΘǦȝǣǦǼ �[�৚Ȗ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ

ǐǼǝǦǼǐ ȏȓǦȂȓ ȝȂ ǅǐǦǼǝ ǻƷȏȏǐǌ ƷǼǌ ȓȠǼ ǦǼ =�BBU[ॽ

�৷ः �ԀӹԓԚԏҷӢӹӏӋ �ԮӹҷӸӢӅԓ UҷԏҷӸӏԚӏԏԓ

�ǜȝǐȓ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ ǜȂȓ ȝǣǐǻ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ ঳ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ

ΘǣǐǼ ǆȂǶǶǐǆȝǦǼǝ ЖΝǐǌ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ƷǼǌ ȝǐȖȝ ǌƷȝƷ ǜȂȓ ΘǣǦǆǣ ǼȂ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼ ǦȖ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞ঴ॶ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǌǐৄ

ǝȓǐǐȖ Ȃǜ ǜȓǐǐǌȂǻ Ʒȓǐ ƷǶǶȂΘǐǌ ȝȂ ǐΗȂǶΗǐ Ʒȝ Ʒ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ँऄࣿ< ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॽ $Ȃȓ ȝǣǐ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ ȓȠǼȖॶ Θǐ

ȠȖǐ Ʒ ࣿॽऄ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ǌȠȓǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ƷǼǌ ЖǼǌ ȝǣƷȝ ƷΗǐȓƷǝǦǼǝ ǜȂȓǆǐȖ ȂΗǐȓ ऀࣿॶࣿࣿࣿ ǜȓƷǻǐȖ

ȖƷǻȏǶǐǌ ँࣿࣿ ȖȝǐȏȖ ƷȏƷȓȝ ǦȖ ȖȠАǆǦǐǼȝ ǜȂȓ ǻǐƷǼৄǜȂȓǆǐ ǆȂǼΗǐȓǝǐǼǆǐ ঳Ȗǐǐ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ $ǦǝȠȓǐ �ॽऀ঴ॽ

bǣǦȖ ȝȓǐǼǌ ǆƷǼ ǅǐ ΗǐȓǦЖǐǌ ǅȂȝǣ ǅΞ ǶȂȂǴǦǼǝ Ʒȝ ȝǣǐ ȖȝƷǼǌƷȓǌ ǐȓȓȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǻǐƷǼ Ȃǜ Ʒ ȖǐǶǐǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǜȂȓǆǐ

ǆȂǻȏȂǼǐǼȝȖॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶȂǝ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ Ȃǜ ƷǼ [%U ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ Ʒ ǶǦǻǦȝǐǌ ƷǻȂȠǼȝ Ȃǜ ǌƷȝƷ ƷȖ

Ʒ ǜȠǼǆȝǦȂǼ Ȃǜ ǻǐƷǼৄǜȂȓǆǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝॽ HǼǆǐ ȖȠАǆǦǐǼȝ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǦȖ ȓǐƷǆǣǐǌॶ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ǼȂǦȖǐ ǅǐǆȂǻǐȖ

ǌȂǻǦǼƷǼȝ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǌƷȝƷ ǼȂǦȖǐॶ ƷǼǌ ǜȠȓȝǣǐȓ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ΘǦǶǶ ǼȂȝ ǅǐǼǐЖȝ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶȖ ȏǐȓǜȂȓৄ

इं



ǻƷǼǆǐॽ

�৷ः৷ऀ ,ԮԌӏԏԌҷԏҷӸӏԚӏԏ [ӏӲӏӅԚӢԀӹ

�Ȗ ǦǼ Xǐǜॽँॶ Θǐ ǻƷΝǦǻǦΣǐ ȝǣǐ ǶȂǝ ǻƷȓǝǦǼƷǶ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ Ȃǜ ȝǣǐ ȖȏƷȓȖǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖǐȖ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ

ǆǣȂȂȖǐ ȂȏȝǦǻƷǶ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॽ sǐ ȂȏȝǦǻǦΣǐ ȝǣǐ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ ȏȂΘǐȓॶ ܺॶ

ǅƷȖǦȖ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ț ƷǼǌ "ॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ ȝǣǐ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ ǆȠȝȂЍ ȓƷǌǦȠȖ ǜȂȓ Ʒ ȏǐǼȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶ

঳Ȗǐǐ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ $ǦǝȠȓǐ �ॽँ঴ॽ $Ȃȓ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼǆΞ Ȃǜ ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼॶ Θǐ ȠȖǐ ȝǣǐ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ

ǜȂȓ ȝǣǐ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ƷǶǶ ȖǦǼǝǶǐ ȖȏǐǆǦǐȖ ǻȂǌǐǶȖॽ bǣǐ ȂǆȝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖ ȠȖǐ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॽ

sǣǦǶǐ ȝǣǐ ǆȠȝȂЍ ȓƷǌǦȠȖ ǦȖ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ Ʒȝ ःॽँ 	ॶ Θǐ ЖǼǌ ǅǐȝȝǐȓ ȂΗǐȓƷǶǶ ȏǐȓǜȂȓǻƷǼǆǐ Ȃǜ

ǐƷǆǣ ǝǦΗǐǼ ǻȂǌǐǶ ΘǣǐǼ ȠȖǦǼǝ Ʒ ǆȠȝȂЍ Ȃǜ ःॽऄ 	ॽ

�৷ः৷ँ [ԚԏԞӅԚԞԏӏ Ԁә ӹ৳ҷӲӯҷӹӏ �ӟҷӢӹԓ

/Ǽ ȝǣǐ ǻƷǦǼ ȝǐΝȝ Θǐ ǐΝȏǶȂȓǐ ȝǣǐ ǅǐǣƷΗǦȂȓ Ȃǜ ƷǼ ǐǼȖǐǻǅǶǐ Ȃǜ [%UǻȂǌǐǶȖ ǦǼ ȝǣǐ ȏȓǐȖǐǼǆǐ Ȃǜ ǼǐƷȓǅΞ

ǶȂǆƷǶ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǻǦǼǦǻƷॽ [ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ $ǦǝȠȓǐ �ॽं ǻȂȝǦΗƷȝǐȖ ȝǣǐ ȖȝȠǌΞ Ȃǜ ȏǐǼȝƷǼǐ ǅΞ ǐΝƷǻǦǼǦǼǝ

ȝǣǐ ǐǼǌ ȝȂ ǐǼǌ ǆǣƷǦǼ ǌǦȖȝƷǼǆǐ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǦǼǆȓǐƷȖǦǼǝǶΞ ǶȂǼǝ ǼৄƷǶǴƷǼǐ ǆǣƷǦǼȖॽ

�৷ऄ HU=[ $ԀԏӅӏ $ӢӏӲӋ UҷԏҷӸӏԚӏԏԓ

/Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ǅȂȝǣ ȏǐǼȝƷǼǐ ƷǼǌ ȂǆȝƷǼǐॶ ȝǣǐ =ǦǝUƷȓ%ǐǼऀࣿइॶऀࣿई ȖǐȓΗǐȓ

ǦȖ ȠȖǐǌॽ /ǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȖȏǐǆǦǐȖ Ʒȓǐ ǌǐЖǼǐǌ ȠȖǦǼǝ Ʒ ǝǐȂǻǐȝȓǦǆ ǻǦΝǦǼǝ ȓȠǶǐ ǜȂȓ ȝǣǐ

ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॽ bǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻॶ ǆȂǼȖǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ आࣿ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȂǆȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻ ǆȂǼȖǦȖȝǦǼǝ Ȃǜ

ःࣿ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖॶ Ʒȓǐ ȏǶƷǆǐǌ ƷȓȂȠǼǌ ȝǣǐ ǐǌǝǐȖ Ȃǜ Ʒ ǅȂΝ ȝȂ ǅǐǝǦǼॽ bǣǐ Жȓǐ ǻǦǼǦǻǦΣƷȝǦȂǼ Ȗǆǣǐǻǐ ǦǻȏǶǐৄ

ǻǐǼȝǐǌ ǦǼ =�BBU[ऀऀࣿ ǦȖ ЖȓȖȝ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌॶ ΘǦȝǣ Ʒ ȝǦǻǐ Ȗȝǐȏ Ȃǜ ࣿॽऀ ǜȖॶ ΘǦȝǣ ƷǼ ǐǼǐȓǝΞ ƷǼǌ ǜȂȓǆǐ ȝȂǶǐȓৄ

ƷǼǆǐ Ȃǜ ऀǐৄआ ƷǼǌ ऀǐৄईॶ ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॽ XƷǼǌȂǻ ΗǐǶȂǆǦȝǦǐȖ Ʒȓǐ ȝǣǐǼ ǌȓƷΘǼ ǜȂȓ ƷǶǶ ƷȝȂǻȖ ǜȂȓ Ʒ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ

ΗǐǶȂǆǦȝΞ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ΘǦȝǣ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ अँॽऄ<ॽ

इः



$Ȃȓ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌॶ ȠȖǦǼǝ Ʒ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ࣿॽࣿऄ ǜȖॶ ऄࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȝǦǻǐȖȝǐȏȖ Ʒȓǐ ȓȠǼ ǦǼ ȝǣǐ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶৄ

ǦȖȂǅƷȓǦǆ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ǜȓȂǻ Ʒ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ Ȃǜ अँॽऄ< ȝȂ ँऄࣿ<ॶ ƷǼǌ ǜȓȂǻ Ʒ ȏȓǐȖȖȠȓǐ Ȃǜ ࣿ ȝȂ ऀ ƷȝǻȂȖȏǣǐȓǐॽ

bǣǐ ǌƷǻȏǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝǐ ƷǼǌ ǅƷȓȂȖȝƷȝ Ʒȓǐ Ȗǐȝ ȝȂ ऀࣿࣿ ƷǼǌ ऀॶࣿࣿࣿ ȝǦǻǐȖ ȝǣǐ ȝǦǻǐȖȝǐȏॶ

ȓǐȖȏǐǆȝǦΗǐǶΞॽ

�ǼȂȝǣǐȓ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶৄǦȖȂǅƷȓǦǆ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ȖǐǝǻǐǼȝ ǦȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌॶ ȝǣǦȖ ȝǦǻǐ ΘǦȝǣ Ʒ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ࣿॽऄ ǜȖ

ǜȂȓ इࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖ Ʒȝ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ ȏȓǐȖȖȠȓǐॽ $ǦǼƷǶǶΞॶ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖ Ʒȓǐ ǻƷǌǐ ΘǦȝǣ Ʒ ऀ

ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ʒȝ Ʒ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ Ȃǜ ँऄࣿ<ॽ bǣǐ ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǐǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ ǦȖ ȠȖǐǌ ƷȖ ȝǣǐ

ȖȝƷȓȝǦǼǝ ȏȂǦǼȝ ǜȂȓ ƷǶǶ ȖȠǅȖǐȒȠǐǼȝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॶ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖॶ ǦǼǦȝǦƷǶ ȂǼৄȝǣǐৄЙΞ

ǜȓƷǻǐȖॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȖȝƷȓȝǦǼǝ ȏȂǦǼȝ ǜȂȓ ƷǶǶ ǻƷȏȏǐǌ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ

$Ȃȓ ȝǣǐ ȂǆȝƷǼǐ ǶǦȒȠǦǌॶ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶৄǦȖȂǅƷȓǦǆ ȖȝƷǝǐ ǦȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ΘǦȝǣ Ʒ ࣿॽࣿऀ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ǜȂȓ

ऀॶࣿࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖॶ ǜȓȂǻ Ʒ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ Ȃǜ ँऄ< ȝȂ ंࣿࣿ<ॶ ƷǼǌ ǜȓȂǻ Ʒ ȏȓǐȖȖȠȓǐ Ȃǜ ऀ ȝȂ ऀऄऀ ƷȝǻȂȖȏǣǐȓǐȖॽ

bǣǐ ǌƷǻȏǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ʒȓǐ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ƷȖ ǜȂȓ ȏǐǼȝƷǼǐॽ /Ǽ ȝǣǐ ȖǐǆȂǼǌ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶৄǦȖȂǅƷȓǦǆ ȖȝƷǝǐॶ Ʒ

ࣿॽऄ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ǦȖ ȠȖǐǌ ȂΗǐȓ इࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖॶ ǜȓȂǻ Ʒ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ंࣿࣿ< ȝȂ ँऄࣿ<ॶ ƷǼǌ ǜȓȂǻ ऀऄऀ ȝȂ ऀ

ƷȝǻȂȖȏǣǐȓǐ Ȃǜ ȏȓǐȖȖȠȓǐॽ � ȝǣǦȓǌ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶৄǦȖȂǅƷȓǦǆ ȖȝƷǝǐ ǦȖ ȓȠǼ ΘǦȝǣ Ʒ ࣿॽऄ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ǜȂȓ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ

ȖȝǐȏȖ Ʒȝ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ ȏȓǐȖȖȠȓǐॽ $ǦǼƷǶǶΞॶ ƷǼ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶ ȖȝƷǝǐ ΘǦȝǣ Ʒ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ऀ ǜȖ ǦȖ ȓȠǼ

ǜȂȓ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝǐȏȖ Ʒȝ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॽ

bȂ ǆȂǻȏƷȓǐ ȂȠȓ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ƷǝƷǦǼȖȝ Ʒ ǆȂǻǻȂǼ ǅƷȖǐǶǦǼǐ ǜȂȓ ǼৄƷǶǴƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻȖॶ Θǐ ȓȠǼ

Ʒ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻ ΘǦȝǣ ȝǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ Ȗǐȝ Ȃǜ ȝǣǐ HU=[ eǼǦȝǐǌ �ȝȂǻ Ʒȏৄ

ȏȓȂƷǆǣंऀॶऀऀऀॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȝƷǴǐȖ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

�(ȲC) =
∑

ǅȂǼǌȖ
<Ǥ(Ȳ− Ȳ࣡)ࣣ +

∑

ƷǼǝǶǐȖ
ȓܴ(ܴ− ܴ࣡)ࣣ

+
∑

ǌǦǣǐǌȓƷǶȖ

∑ࣥ

ȓ=࣢

qȓ
ࣣ
(࣢+ (−࣢)ȓ+࣢ ǆȂȖ(ȓ݂))

+
∑

ȅ$=Ȑ
ࣥε
(( ܿ

ȲȅȐ

)࣢ࣣ
−
( ܿ
ȲȅȐ

)ࣧ
)

঳�ॽः঴
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bǣǐ ǝȓȂȠȏǦǼǝȖ ǦǼ ȝǣǐ HU=[ৄe� ǜȂȓǻƷǶǦȖǻ ǆǣȂȖǐǼ ǣǐȓǐ Ʒȓǐ ǐǶǐǆȝȓǦǆƷǶǶΞ ǼǐȠȝȓƷǶ ƷǼǌ ǝǦΗǐ ǼȂ �ȂȠǶȂǻǅ

ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖॽ bǣǐ ȖΞȖȝǐǻ ǦȖ ǅȓȂǴǐǼ ǦǼȝȂ ȝΘȂ ȖȏǐǆǦǐȖॶ ȝǣǐ �,ࣤ ǝȓȂȠǼǌ ƷǼǌ ȝǣǐ �,ࣣ ǝȓȂȠȏॽ bǣǐ

ǶȂǼǝǐȖȝ ΗƷǶȠǐȖ ȓǐȏȂȓȝǐǌ ǦǼऀऀऀ Ʒȓǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ǅȠȝƷǼǐ ǝȓȂȠȏȖॶ ƷǼǌ Θǐ ƷȏȏǶΞ ȝǣǐȖǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ঳Ȗǐǐ [ȠȏȏǶǐৄ

ǻǐǼȝƷȓΞ bƷǅǶǐȖ �ॽऀৄ�ॽः঴ ȝȂ ȝǣǐ ȏǐǼȝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻॽ

�ȝȂǻ bΞȏǐ ܭ ঳�,ܭ঴ ܿ ঳	঴ ε ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴
ऀ ं ंॽईࣿऄ ࣿॽऀआऄ
ँ ँ ंॽईࣿऄ ࣿॽऀऀइ

Table A.1: The OPLS United Atom vander‐waals parameters used to simulate pentane.

�ȂǼǌ bΞȏǐ �ȝȂǻ ऀ �ȝȂǻ ँ <Ǥ ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴ Ȳ࣡ ঳	঴
ऀ ँ ऀ ँअࣿॽࣿ ऀॽऄँअ
ँ ँ ँ ँअࣿॽࣿ ऀॽऄँअ

Table A.2: The OPLS United Atom bond parameters used to simulate pentane.

�ǼǝǶǐ bΞȏǐ �ȝȂǻ ऀ �ȝȂǻ ँ �ȝȂǻ ं ȓܴ ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴ ܴ࣡ ঳�ǐǝȓǐǐȖ঴
ऀ ऀ ँ ँ अंॽࣿ ऀऀँॽः
ँ ँ ँ ँ अंॽࣿ ऀऀँॽः

Table A.3: The OPLS United Atom bond angle parameters used to simulate pentane.

�ǦǣǐǌȓƷǶ bΞȏǐ �ȝȂǻ ऀ �ȝȂǻ ँ �ȝȂǻ ं �ȝȂǻ ः q࣢ ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴ qࣣ ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴ qࣤ ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴ qࣥ ঳ ǴǆƷǶǻȂǶ ঴
ऀ ऀ ँ ँ ँ ࣿॽࣿ ࣿॽࣿ ँॽࣿ ࣿॽࣿ

Table A.4: The OPLS United Atom dihedral angle parameters used to simulate pentane.

�৷अ $ӢӚԞԏӏԓ
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Figure A.1: Optimization of Mean Force Convergence. The marginal likelihood (a), mean absolute force error on a test
set (b) and the average standard error of the mean of PMF derivatives, i.e. forces, (c) are shown as a function of con‐
strained dynamics sampling. The x‐axis indicates the number of uncorrelated frames in which data was averaged over to
provide force labels to the corresponding model.

Figure A.2: Gaussian process hyperparameter optimization. The four hyperparameters for the sparse Gaussian pro‐
cesses are optimized by maximizing the log marginal likelihood. For each parameter sweep, the values are fixed at
ܺ = ࣣ, Ȳcut = ࣥ.ࣦ Å, ț = ࣦ and " = ࣢ࣣ for those not being varied.
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Figure A.3: Radial distribution functions of hydrocarbons. The end‐to‐end chain distance distributions for n‐alkanes
from pentane to dodecane. At longer chain distances, the bimodal distribution begins to disappear. This is the result of
many more dihedral energy minima along the chain.

इइ



B
[ȠȏȏǶǐǻǐǼȝƷȓΞ BƷȝǐȓǦƷǶȖ ǜȂȓ �ǣƷȏȝǐȓ ः

�৷ऀ BӏԚӟԀӋԓ

bǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǌǦȖǆȠȖȖǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǻƷǦǼ ȝǐΝȝ ȝƷȓǝǐȝǦǼǝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǶƷǅǐǶȖ ǦȖ ǼȂȝ ȝǣǐ ȂǼǶΞ

ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ Ʒ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆƷǶǶΞ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼॽ /Ǽ ȏǶƷǆǐ Ȃǜ ЖȝȝǦǼǝ ȝȂ ȝǣǐȖǐ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ

ǶƷǅǐǶȖ ƷȖ ǦǼ �Ȓॽ ःॽःॶ Ǧȝ ǦȖ ǆȂǻǻȂǼ ǦǼ ǜȂȓǆǐৄǻƷȝǆǣǦǼǝ ȖǆǣǐǻǐȖ ȝȂ ǻǦǼǦǻǦΣǐ Ʒ ǼȂǦȖΞ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȠȖǦǼǝ

ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǐȖȝǦǻƷȝǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐȖ ȂǼ �% ȠǼǦȝȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐॶ ȝǣǐ ǜȓƷǻǐΘȂȓǴ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ǦǼ ȝǣǦȖ

इई



ΘȂȓǴ ǜȂȓ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ƷȓǅǦȝȓƷȓΞ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ǆƷǼ ǅǐ ǐΝȝǐǼǌǐǌ ȝȂ ȝǣǐȖǐ ȖǆǣǐǻǐȖ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ

ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏȖ ǅǐȝΘǐǐǼ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ƷǼǌ Ȃȝǣǐȓ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖॶ ΗǦƷ ȝǣǐ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ

Lțȡȅȵͤ =
∑

Ț
Țܯ

Cȼ∑

ȼ

∣∣∣DȚ ,s(B(Ȳȼ)ܮ] ܷǖ, KȚ−[(ܮ
[
,e(Ȳȼܮ ܷǖ)

]∣∣∣
ࣣ

঳�ॽऀ঴

Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǜȓƷǻǐ ǦǼǌǐΝ ȼ ǼȂΘ ǦǼǌǐΝǐȖ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǜȓƷǻǐȖॶ ƷǼǌ ǼȂȝ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ �% ΗƷǶৄ

ȠǐȖॽ sǐ ǐǻȏǣƷȖǦΣǐ ȝǣǐ ȖȠǅȝǶǐ ǅȠȝ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ǌǦЍǐȓǐǼǆǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼ ǆȂǻȏƷȓǐǌ ȝȂ �Ȓॽ ःॽःॵ bǣǐ

ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦǼ �Ȓॽ ःॽः ȓǐǝȓǐȖȖǐȖ ȝǣǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ȝȂ ȝǣǐǦȓ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ƷΗǐȓƷǝǐȖॶ ΘǣǦǶǐ

�Ȓॽ �ॽऀ ȓǐǝȓǐȖȖǐȖ ȝǣǐ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ȝȂ ȝǣǐ ǼȂǦȖΞॶ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ

ȏȓȂȏǐȓȝΞॽ /ȝ ǦȖ ǼȂȝ ǦǻǻǐǌǦƷȝǐǶΞ ȂǅΗǦȂȠȖ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȝΘȂ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ȏȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ǻǦǼǦǻȠǻॽ sǐ

ȏȓȂΗǦǌǐ Ʒ ǌǐȓǦΗƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǐȒȠǦΗƷǶǐǼǆǐ ǦǼ ȝǣǐ [/ॽ

bǣǐ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȓǐȒȠǦȓǐȖ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȝȂ ǅǐ ǐΝȏǶǦǆǦȝǶΞ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ȂǼ ȝǐǻৄ

ȏǐȓƷȝȠȓǐॽ bȂ ƷǆǆȂǻȏǶǦȖǣ ȝǣǦȖॶ Θǐ ǻȂǌǦǜΞ ȝǣǐ �ǶǶǐǝȓȂ ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐ ȝȂ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ȝǣǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷȖ

ȏƷȓȝ Ȃǜ ȝǣǐ ǦǼȏȠȝ ǼȂǌǐ ǜǐƷȝȠȓǐȖॽ bǣǐ ȂȓǦǝǦǼƷǶ �ǶǶǐǝȓȂ ǻȂǌǐǶ ȠȖǐȖ ȂǼǐৄǣȂȝ ǐǻǅǐǌǌǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ƷȝȂǻ

ȝΞȏǐ ƷȖ ȝǣǐ ǼȂǌǐ ǜǐƷȝȠȓǐॵ ǣȅ = ࣢,Ȃȝ(~ȅ)ॶ Θǣǐȓǐ ~ȅ ǦȖ ȝǣǐ ǌǦȖǆȓǐȝǐ ȝΞȏǐ Ȃǜ ǼȂǌǐ ȅ ঳ǆǣǐǻǦǆƷǶ ȖȏǐǆǦǐȖ

ǦǼ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ঴ॽ sǐ ƷȠǝǻǐǼȝ ǣȅ ǅΞ ǆȂǼǆƷȝǐǼƷȝǦǼǝ Ʒ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǐǻǅǐǌǌǦǼǝ ΘǦȝǣ Ʒ %ƷȠȖȖǦƷǼ

ǅƷȖǦȖॵ ǣȅ = ࣢,Ȃȝ(~ȅ) ‖ ॶ(ܮ)� Θǣǐȓǐ ‖ ǌǐǼȂȝǐȖ ǆȂǼǆƷȝǐǼƷȝǦȂǼॶ � ǦȖ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ǅƷȖǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼॶ ƷǼǌ

ܮ = ࣢/ȓ�bॽ � ȖǦǻǦǶƷȓ ǐǼǆȂǌǦǼǝ ΘƷȖ ǌǐȖǆȓǦǅǐǌ ǦǼ ƷǼ ǐƷȓǶǦǐȓ ΘȂȓǴऄआॶ ΘǣǦǆǣ ǣȂΘǐΗǐȓ ǌǦǌ ǼȂȝ ǆȂǼȖǦǌǐȓ

ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏȖ ȝȂ ƷȠǝǻǐǼȝ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝƷȓǝǐȝȖॶ ƷȖ ȏȓȂȏȂȖǐǌ

ǣǐȓǐॽ /Ǽ ȂȠȓ ǆƷȖǐॶ Θǐ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐ ∂s̃(XC, ܮ∂/(ܮ ȝǣȓȂȠǝǣ ǅƷǆǴȏȓȂȏƷǝƷȝǦȂǼ ƷǼǌ ȠȖǐ ȝǣǐ

ȓǐȖȠǶȝ ǦǼ Ʒ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼॽ

[ǦǻǦǶƷȓǶΞॶ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶȖ ƷǶȖȂ ȓǐȒȠǦȓǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǶǐΗǐȓƷǝǐ

ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȝƷȓǝǐȝȖॽ $Ȃȓ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶॶ Θǐ ǆǣȂȂȖǐ ȝȂ ǌǐЖǼǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ƷȖ ǻȂǌৄ

ǦЖǐǌ ΗƷȓǦƷǼȝȖ Ȃǜ ȝǣȂȖǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐǌ ǦǼ ȂȠȓ ǐƷȓǶǦǐȓ ΘȂȓǴईऀ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ �ȝȂǻǦǆ �ǶȠȖȝǐȓ �ΝȏƷǼȖǦȂǼ

঳���঴ँँॽ [ȏǐǆǦЖǆƷǶǶΞॶ ǦǼ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǶǐΗǐȓƷǝǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȓǐǶƷȝǦȂǼȖǣǦȏȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ॶ Θǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ

ईࣿ



ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ǦǼȝȂ ȝǣǐ [%U ǅΞ ƷǌǌǦǼǝ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǐǻǅǐǌǌǦǼǝ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ǦǼ

ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॽ bǣǐ ǼȂǼৄȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ [%UȖ Ʒȓǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǐǌ ǦǼ ȝǣǐ $=�X�B=$$ ΘǦȝǣ Ʒ

ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȂȓǻ

ǫȅȵ࣢ȵࣣț࣢țࣣ! =
∑

Ț
ǥȅȵ࣢ț࣢!Țǥȅȵࣣțࣣ!Ț ঳�ॽँ঴

Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ��� ƷȝȂǻǦǆ ǅƷȖǐ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ

ǥȅȵț!Ț(X) =
∑

Ȑ∈ܽȅ

Xț(|XȅȐ|)yȚ! (X̂ȅȐ)ܰȵ,ȵȐ

ΘǣǦǶǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ȏȓȂȏȂȖǐǌ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǻȂǌǐǶȖॶ Θǐ ǦǼȝȓȂǌȠǆǐ ƷǼ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ ǦǼ Ʒ ǅƷȖǦȖ Ȃǜ

ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ

ǥȅȵț!Ț(X, (ܮ =
∑

ܯ
ǖț!ܯ
∑

Ȑ∈ܽȅ

Xț(|XȅȐ|)yȚ! (X̂ȅȐ)ܰȵ,ȵȐ۵(ܮ)ܯ

ΘǦȝǣ ǼǐΘ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖॶ ǖॶ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǆȂȠȏǶǐ ȝȂ ȝǣǐ ȓƷǌǦƷǶ ƷǼǌ ƷǼǝȠǶƷȓ ǅƷȖǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴॶ Θǐ

ȝƷǴǐ ȝǣǐ ǅƷȖǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖॶ ۵ॶ ȝȂ ǅǐ ȝǣǐ �ǣǐǅΞȖǣǐΗ ȏȂǶΞǼȂǻǦƷǶȖॽ sǦȝǣ ȝǣǦȖ ǆǣƷǼǝǐॶ ȝǣǐ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ǦǼ

�Ȓॽ �ॽँ ǅǐǆȂǻǐȖ Ʒ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓ ȖȠǆǣ ƷȖ ȝǣȂȖǐ ƷȏȏǐƷȓǦǼǝ ǦǼ ȝǣǐ

ǻƷǦǼ ȝǐΝȝॽ

ईऀ



�৷ँ �ԀӸԌԞԚҷԚӢԀӹҷӲ �ӏԚҷӢӲԓ

�ǶǶ ȏȓȂǌȠǆȝǦȂǼ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Θǐȓǐ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ǦǼ ȝǣǐ =�BBU[ ȖȂǜȝΘƷȓǐ ȏƷǆǴƷǝǐऀऀࣿॶ ΘǦȝǣ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ

ǻȂǌǐǶȖ ȠȝǦǶǦΣǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ HU=[ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌऀंॽ bǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ЖǶǐȖ Θǐȓǐ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ȠȖǦǼǝ

ȝǣǐ =ǦǝUƷȓ%ǐǼ ȖǐȓΗǐȓऀࣿइॶऀࣿईॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ȝȓƷǦǼ ȝǣǐ %ƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ǻȂǌǐǶȖॶ Ʒ ǻȂǌǦЖǐǌ ΗǐȓȖǦȂǼ Ȃǜ

$=�X� ΘƷȖ ǌǐΗǐǶȂȏǐǌ ȝȂ ǦǼǆǶȠǌǐ ǼǐΘ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖ ƷǼǌ ǴǐȓǼǐǶȖॽ $Ȃȓ ȏȓȂǌȠǆȝǦȂǼ �% ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॶ

ǆȠȖȝȂǻ =�BBU[ ȖȂǜȝΘƷȓǐ ΘƷȖ ǌǐΗǐǶȂȏǐǌ ǜȂȓ ǜƷȖȝ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ CC ƷǼǌ [%UǻȂǌǐǶȖ ƷȖ

ȏƷǦȓ ȖȝΞǶǐȖॽ

/Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ǻȂǌǐǶ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼॶ Θǐ ȓȠǼ Cqb ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ

ǐƷǆǣ ��ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ँ ǼƷǼȂȖǐǆȂǼǌȖॶ ȖȝƷȓȝǦǼǝ ǜȓȂǻ ंःं ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǦǼǦȝǦƷǶ ΗǐǶȂǆǦȝǦǐȖ ƷǼǌ ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǦǼǝ

ǜȂȓ ँࣿࣿ ȏǦǆȂȖǐǆȂǼǌȖॽ sǐ ȠȖǐ Ʒ ȝǦǻǐȖȝǐȏ Ȃǜ ǫȼ = ࣡.ࣦ ǜȖ ΘǦȝǣ Ʒ ǌƷǻȏǦǼǝ ǆȂǼȖȝƷǼȝ ǜȂȓ Ʒ =ƷǼǝǐΗǦǼ

ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝ Ȃǜ ࣢࣡࣡ ∗ ǫȼॽ

/Ǽ ȝǣǐ [%UǻȂǌǐǶȖॶ Θǐ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝ Ʒ Ȗǐȝ Ȃǜ ऀࣿ ǻȂǌǐǶȖ ǣƷΗǦǼǝ ǅǐǐǼ ȝȓƷǦǼǐǌ ȂǼ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȓƷǼǌȂǻ

ȖƷǻȏǶǦǼǝȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǌƷȝƷ ǌǐȖǆȓǦǅǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ǻƷǦǼ ȝǐΝȝॽ �Ʒǆǣ ǻȂǌǐǶ ǦȖ ȝǣǐǼ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝǶΞ ǅΞ

ǻǦǼǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐ ǻǐƷǼ ȖȒȠƷȓǐǌ ǐȓȓȂȓ ঳B[�঴ ǅǐȝΘǐǐǼ ǻȂǌǐǶ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ȝǣǐ ǝȓȂȠǼǌ ȝȓȠȝǣ

ΗƷǶȠǐȖ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǜȠǶǶ ǌȂǻƷǦǼ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ȖǣȂΘǼ ǦǼ $Ǧǝॽ ःॽँॽ bǣǐ ǝȓȂȠǼǌ ȝȓȠȝǣ ΗƷǶȠǐȖ Ʒȓǐ ǆȂǻȏȠȝǐǌ

ΗǦƷ ǼȠǻǐȓǦǆƷǶ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ॽ $Ƞȓȝǣǐȓ ǌǐȝƷǦǶȖ Ȃǜ ȝǣǐ ȂȏȝǦǻǦΣƷȝǦȂǼ ȏȓȂǆǐǌȠȓǐ Ʒȓǐ ȏȓȂΗǦǌǐǌ ǦǼ

ȝǣǐ [/ॽ

/Ǽ ȝǣǐ CCǻȂǌǐǶȖॶ Ʒ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ǐǻǅǐǌǌǦǼǝ ΘƷȖ ǦǼǆǶȠǌǐǌ ǦǼ ȝǣǐ ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐ ǜȂȓ ǅȂȝǣ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐৄ

ȂǼǶΞ ǆƷȖǐ ƷǼǌ ȝǣǐ ǆƷȖǐ ǦǼǆǶȠǌǦǼǝ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝǦǐȖॽ bǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ǻȂǌǐǶȖ Θǐȓǐ

ȝȓƷǦǼǐǌ ǅΞ ȂȏȝǦǻǦΣǦǼǝ Ʒ ǱȂǦǼȝ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ƷȖ ǦǼ �Ȓॽ �ॽऀ ȝǣƷȝ ǦǼǆǶȠǌǐȖ Ʒ ǼȂǦȖΞ ǜȂȓǆǐ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ƷȖ

ΘǐǶǶ ƷȖ Ʒ ǼȂǦȖΞ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ǆȂǼȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ bǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ΘǐǦǝǣȝǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐȖǐ ȝǐȓǻȖ ΘƷȖ ȝƷǴǐǼ ȝȂ ǅǐ

Ʒ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓॽ bǣǐ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ǐƷǆǣ ǻȂǌǐǶ ȝΞȏǐ Θǐȓǐ ǆǣȂȖǐǼ ǅΞ ǻǦǼǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ȝȂȝƷǶ

ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǶȂȖȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶȖॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞৄǶƷǅǐǶǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǦǼǆǶȠǌǐǌ ƷǼ ǐǼǐȓǝΞৄǶȂȖȖ ȝǐȓǻ

ǦǼ ȝǣǐǦȓ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǻǐȝȓǦǆॶ ƷȖ ǦǼ �Ȓॽ �ॽऀॽ bǣǐ ǌǐȝƷǦǶȖ Ȃǜ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȖΘǐǐȏȖॶ ƷȖ ΘǐǶǶ ƷȖ Ʒ ȖƷǻȏǶǐ ǦǼȏȠȝ

ईँ



ЖǶǐॶ Ʒȓǐ ǐΝȏƷǼǌǐǌ ȠȏȂǼ ǦǼ ȝǣǐ [/ॽ

ईं



�৷ं XӏӚԏӏԓԓӢԀӹԫӢԚӟ bӟӏԏӸԀӋԮӹҷӸӢӅ UԏԀԌӏԏԚӢӏԓ Ӣӹ Ԛӟӏ $ԀԏӅӏBҷԚӅӟӢӹӚ $ԏҷӸӏ৳

ԫԀԏӯ

bǣǐ ǻȠǶȝǦৄȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ঳�%঴ ǻǐȝǣȂǌȂǶȂǝΞ ǐȖȝƷǅǶǦȖǣǐǌ ǅΞ CȂǦǌ ǐȝॽ ƷǶॽ ंँ ǦǼǆǶȠǌǐȖ Ʒ ȏȓȂȂǜ

ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǻǦǼǦǻȠǻ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ

ࣣ݃$B[s] =
࣢
ࣤC

〈 C∑

/=࣢

∣∣∣ǻ/(Ȳ) +
∂s(B/(Ȳ))

∂X/

∣∣∣
ࣣ
〉

Ȳ

ǆƷǼ ȂǼǶΞ ǅǐ ȝǣǐ ȝȓȠǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐॶ Ƞȏ ȝȂ ƷǼ ƷǌǌǦȝǦΗǐ ǆȂǼȖȝƷǼȝॽ ,ǐȓǐॶs ǦȖ ƷǼ ƷȓǅǦȝȓƷȓΞ

ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ॶ s̃ॽ ,ǐȓǐॶ Ȳ ∈ Rࣤț Ʒȓǐ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖॶX ∈ RࣤC Ʒȓǐ ȝǣǐ �% ǆȂȂȓǌǦৄ

ǼƷȝǐȖॽ bǣǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ǦȖ ȂΗǐȓ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǦǼ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȖȏƷǆǐ

{Ȳ}ॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȖȠǻ ǦȖ ȂΗǐȓ ƷǶǶ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ȖǦȝǐȖॽ ǻ/ ∈ Rࣤ Ʒȓǐ ȝǣǐ ǦǼȖȝƷǼȝƷǼǐȂȠȖ ǜȂȓǆǐȖ ƷǆȝǦǼǝ ȂǼ ȝǣǐ

�% ȖǦȝǐȖॶ ΘǣǦǆǣॶ ǜȂȓ Ʒ ǆǐǼȝǐȓ Ȃǜ ǻƷȖȖ ǻƷȏȏǦǼǝॶ ǦȖ ȖǦǻȏǶΞ ȝǣǐ ȖȠǻ Ȃǜ ƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐȖॽ bǣǐ ǻƷȏȏǦǼǝ

ǅǐȝΘǐǐǼ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ƷǼǌ �% ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐȖ ǦȖ ǝǦΗǐǼ ǅΞ ȝǣǐ ǶǦǼǐƷȓ ǻƷȏȏǦǼǝ ǜȠǼǆȝǦȂǼB/ =
∑

ȅ ǥȅ/Ȳȅॽ

CȂȝǐ ȝǣƷȝॶ ΘǣǦǶǐ ȝȓƷǼȖǶƷȝǦȂǼƷǶ ǦǼΗƷȓǦƷǼǆǐ Ȃǜ ȝǣǐ �%ǻȂǌǐǶ ǆƷǼ ǅǐ ǻƷǦǼȝƷǦǼǐǌ ǅΞ Ʒ ǻȂȓǐ ǝǐǼǐȓƷǶ ȖȠȓৄ

ǱǐǆȝǦΗǐ ǐȒȠǦΗƷȓǦƷǼȝ ǻƷȏȏǦǼǝॶ ȝǣǐ ȏȓȂȂǜ ǦǼ Xǐǜॽंँ ȓǐǶǦǐȖ ȂǼ ƷǼ ƷȖȖȠǻȏȝǦȂǼ Ȃǜ ǶǦǼǐƷȓǦȝΞॽ �Ǽ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ

ǆȂǼȖǐȒȠǐǼǆǐ Ȃǜ ȝǣǦȖ ȏȓȂȂǜ ǦȖ ȝǣƷȝ ǻǦǼǦǻǦΣǦǼǝ ȝǣǐ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣǦȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ

ࣣ݃[$B[] =
࣢

ࣤțȼC

țȼ∑

ȼ=࣢

C∑

/=࣢

∣∣ǻ/(Ȳȼ)− $B[
/ (B/(Ȳȼ))

∣∣ࣣ ঳�ॽं঴

Θǣǐȓǐ $B[ = −∂s(B/(Ȳ))
∂X/

ॶ ȏȓȂΗǦǌǐȖ Ʒ ǻǐƷǼȖ ǜȂȓ ǐȖȝǦǻƷȝǦǼǝ ȝǣǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ Ȃǜ ǻǐƷǼ ǜȂȓǆǐॽ CȂȝǐ

ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ǦȖ ƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼ ΘǣǐǼ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǦȖ ȂǼǶΞ ȏƷȓȝǦƷǶǶΞ ȖƷǻȏǶǐǌॶ ǅȠȝ ΘǦǶǶ

ǅǐǆȂǻǐ ǐΝƷǆȝ ƷȖ țȼ → ∞ॽ $Ȃȓ Ʒ ЖǼǦȝǐ țȼॶ ȝǣǦȖ ǌǦЍǐȓȖ ǜȓȂǻ ȝǣǐ ȏȓǐΗǦȂȠȖ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼ ǦǼ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ЖȓȖȝ

ǦǻȏǶǦǐȖ Ʒ ǆȂǻȏǶǐȝǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐॶ ΘǣǦǶǐ ȝǣǐ ǶƷȝǐȓ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝȖ ƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǐ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǼৄ

ȖǐǻǅǶǐॽ ,ǐȓǐॶ ȝǣǐ ЖȓȖȝ ȖȠǻ ǦȖ ȂΗǐȓ ȝǦǻǐ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ Ʒ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ

ईः



Ȃȓ ƷǼȂȝǣǐȓ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐॽ sǐ ȏȓȂȏȂȖǐ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ ȝǣƷȝ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶ ȝǐȓǻȖ ǻƷΞ ǅǐ Ʒǌǌǐǌ ȝȂ

ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦǼ �Ȓॽ �ॽंॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǌȂ ȖȂॶ Θǐ ȠȖǐ Ʒ ǻȂȓǐ ǝǐǼǐȓƷǶ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ ȂǼ

ǦǼΗǐȓȖǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐॶ ॶܮ ƷǼǌ Ȃȝǣǐȓ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȖȠǆǣ ƷȖ ǐΝȝǐȓǼƷǶ ЖǐǶǌȖॶ ܷǖॽ [ȠȏȏȂȖǐ ȝǣǐǼ ȝǣƷȝ Ʒ ȝǣǐȓৄ

ǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ȖΞȖȝǐǻॶP ॶ ǦȖ ǆȂǻȏȠȝǐǌ ǅΞ ƷǼ ȂȏǐȓƷȝǦȂǼKȮ ƷǆȝǦǼǝ ȂǼ ȝǣǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ

ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȝǦǻǐȖ ॶܮ ǦǼȝǐǝȓƷȝǐǌ ȂΗǐȓ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼॽ bǣǐ ȏȓȂȏǐȓȝΞ ǦǼ ȒȠǐȖȝǦȂǼ

ǆȂȠǶǌ ǅǐॶ ǜȂȓ ǐΝƷǻȏǶǐॶ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǆƷȖǐॶ ȝǣǐ ȂȏǐȓƷȝȂȓ ǦȖ ȖǦǻȏǶΞKȮ = ܮ/࣢ ƷǼǌ

P(Ȳ) = e(Ȳ, ܷǖ)ॶ ȖȂ

〈e(Ȳ, ܷǖ)〉 = 〈KȮ[ܮe(Ȳ, ܷǖ)]〉 = 〈P(Ȳ)〉

�Ǽ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ ȂǜP ǆƷǼ ǐȒȠǦΗƷǶǐǼȝǶΞ ǅǐ ȝƷǴǐǼ ƷǼǌ ȓǐǶƷȝǐǌ ȝȂ ȝǣǐ UB$ ǅΞ ƷǼ ȂȏǐȓƷȝȂȓDȮ

ƷǆȝǦǼǝ ȂǼ ȝǣǐ ȝȓȠǐ UB$ॶ s̃ॽ [Ƞǆǣ ȂȏǐȓƷȝǦȂǼȖ ǆƷǼ ǦǼǆǶȠǌǐ ǣǦǝǣǐȓ Ȃȓǌǐȓ ǻǦΝǐǌ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ UB$

ΘǦȝǣ ȓǐȖȏǐǆȝ ȝȂ ǦȝȖ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॽ /Ǽ ȝǣǐ ǐΝƷǻȏǶǐ Ȃǜ ǻǐƷǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞॶDȮ = ܮ∂/∂ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ

〈e(Ȳ, ܷǖ)〉 =
(s̃ܮ)∂

ܮ∂ = DȮ[ܮs̃]

$ȂȓǻƷǶǶΞॶ Θǐ ΘȓǦȝǐ ȝǣǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐ Ȃǜ Ʒ ȏȓȂȏǐȓȝΞ ǦǼ ȝǐȓǻȖ Ȃǜ ȂȏǐȓƷȝȂȓȖ ƷȖ

〈P(Ȳ)〉X =
〈
KȮ[ܮe(Ȳ, ܷǖ)]

〉

X
= DȮ[ܮs̃(X, ,ܮ ܷǖ)] ঳�ॽः঴

sǐ ǆǶƷǦǻ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ȏȓȂȏǐȓȝΞৄǻƷȝǆǣǦǼǝ ȓǐȖǦǌȠƷǶ ǻƷΞ ǅǐ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ ǻǦǼǦǻǦΣǐǌ ȝȂ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼ

ȝǣǐ UB$ ǜȠȓȝǣǐȓॶ ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȂȠȓ ǐȖȝǦǻƷȝǐ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ॶsॶ ȏȓȂǌȠǆǐȖ ȝǣǐ ȖƷǻǐ ΗƷǶȠǐ Ȃǜ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ

ȏȓȂȏǐȓȝΞP ॵ

ࣣ݃UB[s] =

〈∣∣∣P(Ȳ)−DȮ[ܮs(B(Ȳ), ,ܮ ܷǖ)]
∣∣∣
ࣣ
〉

Ȳ

Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ǅȓƷǆǴǐȝȖ ǦǼǌǦǆƷȝǐ Ʒ ΘǐǦǝǣȝǐǌ ƷΗǐȓƷǝǐ ȂΗǐȓ ȝǣǐ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǦǼ ȝǣǐ ǜȠǶǶ ƷǶǶৄƷȝȂǻ

ǆȂǼЖǝȠȓƷȝǦȂǼ ȖȏƷǆǐॽ /Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ȓǦǝȂȓȂȠȖǶΞ ȖǣȂΘ ȝǣǦȖॶ ǌǐЖǼǐ ۶ = sܮ − s̃Θǣǐȓǐܮ s̃ ǦȖ ȝǣǐ ȝȓȠǐ

ईऄ



UB$ॶs ǦȖ Ʒ ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ UB$ॵ

ࣣ݃UB[s] =
〈∣∣P(Ȳ)−DȮ[ܮs(B(Ȳ), ,ܮ ܷǖ)]

∣∣ࣣ
〉

=
〈∣∣P(Ȳ)−DȮ[۶(B(Ȳ)) + [s̃(B(Ȳ))ܮ

∣∣ࣣ
〉

,ǐȓǐ Θǐ ǣƷΗǐ ǌȓȂȏȏǐǌ ȝǣǐ ǐΝȏǶǦǆǦȝ ǌǐȏǐǼǌǐǼǆǐ ȂǼ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ƷǼǌ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ǅȓǐΗǦȝΞॽ /Ǽ ȝǣǐ

ȏȓȂȂǜ ȝǣƷȝ ǜȂǶǶȂΘȖॶ Θǐ ƷȖȖȠǻǐ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȂȏǐȓƷȝȂȓDȮ ǦȖ ǶǦǼǐƷȓॶ ǅǐǆƷȠȖǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Θǐ

Ʒȓǐ ǆȂǼǆǐȓǼǐǌ ΘǦȝǣ Ʒȓǐ ǌǐȓǦΗƷȝǦΗǐȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞॽ �ΝȏƷǼǌǦǼǝ ȝǣǐ ȝǐȓǻȖ ǦǼ ȝǣǐ ǐǼȖǐǻǅǶǐ ƷΗǐȓƷǝǐॶ

Θǐ ǣƷΗǐ

ࣣ݃UB[s] =
〈
Pࣣ(Ȳ)− ࣣP(Ȳ)DȮ

[
۶(B(Ȳ))

]
− ࣣP(Ȳ)DȮ

[
s̃(B(Ȳ))ܮ

]
+DȮ[۶(B(Ȳ))]ࣣ

+ ࣣDȮ
[
۶(B(Ȳ))

]
DȮ
[
s̃(B(Ȳ))ܮ

]
+�Ȯ

[
s̃(B(Ȳ))ܮ

]ࣣ〉 ঳�ॽऄ঴

bǣǐ ǻǦǼǦǻǦΣƷȝǦȂǼ ǦȖ ȝȂ ǅǐ ǌȂǼǐ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶॶsॶ ƷǼǌ ȝǐȓǻȖ ȝǣƷȝ ǌȂ ǼȂȝ ǌǐȏǐǼǌ

ȂǼ ȝǣǐȖǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǆƷǼ ǅǐ ȝȓǐƷȝǐǌ ƷȖ ǆȂǼȖȝƷǼȝȖॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ ȝǣǐ ЖȓȖȝॶ ȝǣǦȓǌॶ ƷǼǌ ȖǦΝȝǣ ȝǐȓǻ ǆƷǼ ǅǐ

ǝȓȂȠȏǐǌ ǦǼȝȂ Ʒ ǆȂǼȖȝƷǼȝॶ �ॽ sǐ ȝǣǐǼ ǣƷΗǐ ȝǣǐ ȖǦǻȏǶǦЖǐǌ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼ

ࣣ݃UB[s] = �−
〈
ࣣP(Ȳ)DȮ

[
۶(B(Ȳ))

]
−DȮ[۶(B(Ȳ))]ࣣ − ࣣDȮ

[
۶(B(Ȳ))

]
DȮ
[
s̃(B(Ȳ))ܮ

]〉

঳�ॽअ঴

sǐ ǻƷΞ ǼȂΘ ȠȖǐ ȝǣǐ ǜƷǆȝ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ȖȠȓǱǐǆȝǦΗǐ ǜȠǼǆȝǦȂǼBǻƷȏȖ ǐΗǐȓΞ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȏȂǦǼȝ Ȳ ȝȂ ȖȂǻǐ �%

ǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐ ΗƷǶȠǐXॽ bǣǦȖ ǜƷǆȝ ƷǶǶȂΘȖ ȠȖ ȝȂ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ȝǣǐ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼ ƷǼǌ ȂǅȝƷǦǼ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ȝΘȂ

ईअ



ȓǐȖȠǶȝȖॽ $ǦȓȖȝॶ

〈P(Ȳ)DȮ[۶(B(Ȳ))]〉 = ࣢
~

∫
ǫȲP(Ȳ)DȮ[۶(B(Ȳ))]ǯ−ܮe(Ȳ)

=
࣢
~

∫
ǫX
∫

ǫȲP(Ȳ)DȮ[۶(B(Ȳ))]ǯ−ܮe(Ȳ)ܰ(B(Ȳ)− X)

=
࣢
~

∫
ǫXDȮ[۶(X)]

∫
ǫȲP(Ȳ)ǯ−ܮe(Ȳ)ܰ(B(Ȳ)− X)

=
࣢
~

∫
ǫXDȮ[۶(X)]~(X)〈P(Ȳ)〉X

Θǣǐȓǐ Θǐ ǣƷΗǐ ǌǐЖǼǐǌ ȝǣǐ �%ৄǆȂȂȓǌǦǼƷȝǐ ǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼॵ

~(X) =
∫

ǫȲǯ−ܮe(Ȳ)ܰ(B(Ȳ)− X)

ȖȠǆǣ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǜȠǶǶ ȏƷȓȝǦȝǦȂǼ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦȖ

~ =

∫
ǫȲǯ−ܮe(Ȳ) =

∫
ǫX
∫

ǫȲǯ−ܮe(Ȳ)ܰ(B(Ȳ)− X) =
∫

ǫX~(X)

[ǐǆȂǼǌॶ Θǐ ǆƷǼ Ȗǐǐ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝॵ

〈DȮ[ܮs̃]DȮ[۶(B(Ȳ))]〉 = ࣢
~

∫
ǫȲDȮ[ܮs̃(B(Ȳ))]DȮ[۶(B(Ȳ))]ǯ−ܮe(Ȳ)

=
࣢
~

∫
ǫX
∫

ǫȲDȮ[ܮs̃(B(Ȳ))]DȮ[۶(B(Ȳ))]ǯ−ܮe(Ȳ)ܰ(B(Ȳ)− X)

=
࣢
~

∫
ǫXDȮ[ܮs̃(X)]DȮ[۶(X)]

∫
ǫȲǯ−ܮe(Ȳ)ܰ(B(Ȳ)− X)

=
࣢
~

∫
ǫXDȮ[۶(X)]~(X)〈U(Ȳ)〉X

Θǣǐȓǐ ǦǼ ȝǣǐ ǶƷȖȝ Ȗȝǐȏ Θǐ ǣƷΗǐ ȠȖǐǌ �Ȓॽ �ॽःॽ sǦȝǣ ȝǣǦȖ ȓǐȖȠǶȝॶ �Ȓॽ �ॽअ ȓǐǌȠǆǐȖ ȝȂ

ࣣ݃UB[s] = �+
〈
DȮ[۶(B(Ȳ))]ࣣ

〉

Ȳ
঳�ॽआ঴

ईआ



�ǐǆƷȠȖǐ ȝǣǐ ȖǐǆȂǼǌ ȝǐȓǻ ǦȖ ȝǣǐ ȂǼǶΞ ȂǼǐ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ǻǦǼǦǻǦΣǐǌॶ ƷǼǌ ǅǐǆƷȠȖǐ Ǧȝ ǦȖ ȖȝȓǦǆȝǶΞ ǼȂǼৄǼǐǝƷȝǦΗǐॶ

Ǧȝ ǦȖ ǆǶǐƷȓ ȝǣƷȝ ȝǣǐ ǻǦǼǦǻȠǻ Ȃǜ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ȂǆǆȠȓȖ Ʒȝ

DȮ[۶(B(Ȳ))] = DȮ[ܮs]−DȮ[ܮs̃] = ࣡ ঳�ॽइ঴

ΘǣȂȖǐ ȖȂǶȠȝǦȂǼ ǦȖ Θǣǐȓǐ ȝǣǐ ȝƷȓǝǐȝ ȏȓȂȏǐȓȝΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ UB$ॶsॶ ǦȖ ǐȒȠƷǶ ȝȂ ȝǣƷȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȓȠǐ UB$ॶ

s̃ॽ

ईइ



�৷ः BԀӋӏӲ UҷԏҷӸӏԚӏԏ HԌԚӢӸӢԲҷԚӢԀӹ ৳ bԀԮBԀӋӏӲ

$Ȃȓ ǐƷǆǣ ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ȝǣǐ ȝȂΞ ȖΞȖȝǐǻॶ Θǐ ǆȂǻȏȠȝǐ ȝǣǐ ǜȂȓǆǐ B[� ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǐǼȝǦȓǐ ǌȂǻƷǦǼ Ȃǜ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖॽ

� ǶƷȓǝǐ ǝȓǦǌ ȖǐƷȓǆǣ ǦȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌॶ ȖǆƷǼǼǦǼǝ ȝǣǐ ǜȂǶǶȂΘǦǼǝ ΗƷǶȠǐȖॵ ț ∈ [ࣣ, ࣢ࣣ]ॶ " ∈ [ࣣ, ࣧ]ॶ ܺ ∈ [࣢, ࣣ]ॽ

�ȠȓǦǼǝ ȝǣǦȖ ȏƷȓȝ Ȃǜ ȝǣǐ ȂȏȝǦǻǦΣƷȝǦȂǼॶ ȝǣǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ȼ ƷǼǌ b̃ Ʒȓǐ ǅȂȝǣ ЖΝǐǌ ȝȂ ःॽ �ǜȝǐȓ ȝǣǦȖ ȖȝƷǝǐॶ ȝǣǐ

ȓǐǻƷǦǼǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ Ʒȓǐ ΗƷȓǦǐǌॵ ȼ ∈ [࣢, ࣧ] ƷǼǌ b̃ ∈ [ࣣ, ࣧ]ॽ

bǣǐ ǐǻǅǐǌǌǦǼǝ ǆȂǐАǆǦǐǼȝȖ Ʒȓǐ ǌǐȝǐȓǻǦǼǐǌ ǅΞ Ʒ ȖǆƷǼ ȂΗǐȓ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȓƷǼǌȂǻ ȖƷǻȏǶǦǼǝȖ Ȃǜ ȝǣǐ

ǐǻǅǐǌǌǦǼǝ ǆȂǐАǆǦǐǼȝ ΗƷǶȠǐȖॶ Ʒǜȝǐȓ ƷǶǶ Ȃȝǣǐȓ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǣƷΗǐ ǅǐǐǼ ǌǐȝǐȓǻǦǼǐǌॽ bǣǐ ǆȂǼȝǦǼȠȂȠȖ ǣΞৄ

ȏǐȓȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖॶ ܿॶ ܿǻ ƷǼǌ ܿǖ Θǐȓǐ ȂȏȝǦǻǦΣǐǌ ȏǐȓǦȂǌǦǆƷǶǶΞ ȝǣȓȂȠǝǣ ȝǣǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ȏȓȂǆǐȖȖ ǅΞ ǻƷΝǦǻǦΣǦǼǝ

ȝǣǐ ǶȂǝ ǶǦǴǐǶǦǣȂȂǌ Ȃǜ ȝǣǐ ǻȂǌǐǶॽ

ईई



�৷ऄ BԀӋӏӲ UҷԏҷӸӏԚӏԏ HԌԚӢӸӢԲҷԚӢԀӹ ৳ ,ӏԭҷӹӏ

/Ǽ Ȃȓǌǐȓ ȝȂ ǐǼȖȠȓǐ ȝǣǐ ǅǐȖȝ ǻȂǌǐǶ ǦȖ ȖǐǶǐǆȝǐǌ ǜȂȓ ǅȂȝǣ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ ƷǼǌ ǼȂǼৄǐǼǐȓǝΞ ǶƷǅǐǶǐǌ

ǆƷȖǐȖॶ Θǐ ǌȂ ƷǼ ǐΝǣƷȠȖȝǦΗǐ ȖΘǐǐȏ Ȃǜ ǣΞȏǐȓȏƷȓǐǻǐȝǐȓȖ ǦǼ �ǶǶǐǝȓȂॽ /Ǽ ȏƷȓȝǦǆȠǶƷȓॶ Θǐ ȝȠǼǐॵ ȝǣǐ ǅƷȝǆǣ

ȖǦΣǐॶ ȝǣǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȓƷȝǐॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ΘǐǦǝǣȝȖ Ȃǜ ǜȂȓǆǐȖ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝǦǐȖ ǦǼ ȝǣǐ ǶȂȖȖ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ΘǣǦǶǐ ȝȓƷǦǼৄ

ǦǼǝ ȂǼ ऀࣿࣿॶࣿࣿࣿॶ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ƷǼǌ ंࣿࣿॶࣿࣿࣿ ǜȓƷǻǐȖ Ȃǜ ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǌƷȝƷॽ $Ȃȓ ǐƷǆǣ Ȗǐȝ Ȃǜ ǣΞȏǐȓȏƷȓƷǻǐৄ

ȝǐȓȖॶ Θǐ ЖȓȖȝ ǐΗƷǶȠƷȝǐ ȝǣǐ ǅǐȖȝ ǻȂǌǐǶ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǶȂȖȖॽ bǣǐ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǶȂȖȖ ǦȖ ǆȂǻȏȠȝǐǌ

ȂΗǐȓ ँࣿࣿॶࣿࣿࣿ ǦǼǌǐȏǐǼǌǐǼȝ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖॽ $Ȃȓ ǜȂȓǆǐৄȂǼǶΞ ǻȂǌǐǶȖॶ ȝǣǐ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǶȂȖȖ ǦȖ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȖȒȠƷȓǐǌ

ȓǐȖǦǌȠƷǶ ȂΗǐȓ ȝǣǐ ǼȂǦȖΞ ǜȂȓǆǐ ǶƷǅǐǶȖॶ ΘǣǦǶǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ǐǼǐȓǝΞৄǶƷǅǐǶǐǌ ǆƷȖǐȖॶ ȝǣǐ ΗƷǶǦǌƷȝǦȂǼ ǶȂȖȖ ƷǌǌǦȝǦȂǼƷǶǶΞ

ǦǼǆǶȠǌǐȖ ȝǣǐ ǻǐƷǼ ȖȒȠƷȓǐǌ ǐǼǐȓǝΞ ȓǐȖǦǌȠƷǶ ȝǐȓǻॽ

bǣǐǼॶ ȝǣǐ ȂȏȝǦǻƷǶ ǻȂǌǐǶ ǦȖ ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǐǌ ƷǼǌ ȓȠǼ ǜȂȓ ँǼȖ ȂΗǐȓ ंःं ǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ȝȂ ǌǐȝǐȓǻǦǼǐ ȝǣǐ

ǻȂǌǐǶȖ ȖƷǻȏǶǦǼǝ Ȃǜ ǅȂǼǌ ǶǐǼǝȝǣȖॶ ƷǼǝǶǐȖॶ ǌǦǣǐǌȓƷǶ ƷǼǝǶǐȖॶ ƷǼǌ ȝǣǐ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐ ǌǐЖǼǐǌ ǦǼ ȝǣǐ

ǻƷǦǼ ȝǐΝȝॽ bǣǐ ǅǐȖȝ ȏǐȓǜȂȓǻǦǼǝ ǻȂǌǐǶȖ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐȖǐ ǻǐȝȓǦǆȖ Ʒȓǐ ȖǣȂΘǼ ǦǼ ȝǣǐ ǻƷǦǼ ȝǐΝȝॽ /Ǽ bƷৄ

ǅǶǐ �ॽऀ Θǐ ȖǣȂΘ ȝǣǐ ȓǐȖȠǶȝȖ Ȃǜ ȝǣǦȖ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ȖǐƷȓǆǣ ǦǼ ȓǐǝƷȓǌȖ ȝȂ ȝǣǐ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǐȓȓȂȓ ǻǐȝȓǦǆȖ ǆȂǼȖǦǌৄ

ǐȓǐǌ ǌȠȓǦǼǝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼॽ bǣǐ ȂȏȝǦǻƷǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ǜȂȓǆǐৄȂǼǶΞ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝΞ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌǦЍǐȓ ǅǐȝΘǐǐǼ

ǐƷǆǣ Ȃȝǣǐȓ ƷǼǌ ǅǐȝΘǐǐǼ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ǌƷȝƷ ƷǻȂȠǼȝȖॽ

ऀࣿࣿ



�ƷȝƷ [ǦΣǐ ऀࣿࣿࣿࣿࣿ ऀࣿࣿࣿࣿࣿ ँࣿࣿࣿࣿࣿ ँࣿࣿࣿࣿࣿ ंࣿࣿࣿࣿࣿ ंࣿࣿࣿࣿࣿ
=X ࣿॽࣿࣿऀ ࣿॽࣿࣿऀ ࣿॽࣿࣿऀ ࣿॽࣿࣿऀ ࣿॽࣿࣿऀ ࣿॽࣿࣿऀ
�Ʒȝǆǣ ँऄࣿ ऄࣿࣿ ऄआࣿ ऄࣿࣿ आऄࣿ ऄࣿࣿ
�ǼǐȓǝΞsǐǦǝǣȝ ࣿ ऀࣿ ࣿ ऀ ࣿ ँऄ
$Ȃȓǆǐ sǐǦǝǣȝ ऀࣿ ऀ ऀࣿࣿ ऀ ऀࣿࣿ ऀࣿ
$Ȃȓǆǐ =ȂȖȖ ंअॽईऀअः ंअॽईअइइ ंअॽइअईऀ ंअॽइअआं ंअॽइःःऄ ंअॽइःँࣿ
�ȂǼǌB�� ࣿॽࣿआँं ࣿॽࣿࣿंࣿ ࣿॽࣿࣿईࣿ ࣿॽࣿࣿःऀ ࣿॽࣿऀँई ࣿॽࣿࣿःः
�ǼǝǶǐ B�� ࣿॽࣿࣿःँ ࣿॽࣿࣿऀऀ ࣿॽࣿࣿࣿऄ ࣿॽࣿࣿࣿं ࣿॽࣿࣿࣿः ࣿॽࣿࣿࣿँ
�ǦǣǐǌȓƷǶ B�� ࣿॽࣿࣿऄः ࣿॽࣿࣿँं ࣿॽࣿࣿँइ ࣿॽࣿࣿࣿं ࣿॽࣿࣿँइ ࣿॽࣿࣿࣿआ
$�[ ࣿॽࣿइआः ࣿॽࣿँईआ ࣿॽࣿंऄं ࣿॽࣿࣿऄई ࣿॽࣿंईࣿ ࣿॽࣿऀࣿं
$�[B��BǦǼ ࣿॽࣿऀँऀ ࣿॽࣿࣿऄइ ࣿॽࣿࣿࣿआ ࣿॽࣿࣿࣿऄ ࣿॽࣿࣿࣿइ ࣿॽࣿࣿऀँ
$�[B��BƷΝ ࣿॽऀईआࣿ ࣿॽࣿऄऀअ ࣿॽࣿइआऄ ࣿॽࣿऀऄअ ࣿॽࣿइँऄ ࣿॽࣿऀइआ

Table B.1: The table shows a variety of different error metrics for Allegro models, trained on hexane, both with and
without energy labels. Results are given as a function of data size, and the best performing model for each data amount
and each model type (energy labeled versus non‐energy labeled) are shown. This represents a selection of the param‐
eters that were swept over in model optimization, serving to highlight the differing hyper parameters found for each
model. The parameters shown are the learning rate (LR), batch size, energy weight, and force weight in the loss function.

ऀࣿऀ



�৷अ bԏҷӢӹӢӹӚ �ҷԚҷ %ӏӹӏԏҷԚӢԀӹ

bǣǐ ǌƷȝƷ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝȂΞ ǻȂǌǐǶ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴ ǆƷǼ ǅǐ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ΗǦƷ ǼȠǻǐȓǦǆƷǶ ǦǼȝǐǝȓƷȝǦȂǼॽ ,ǐȓǐ

Θǐ ȠȖǐ ȝǣǐ ȝȓƷȏǐΣȂǦǌ ȓȠǶǐ ȝǐǆǣǼǦȒȠǐȖ ȝȂ ǆȂǶǶǐǆȝ ǜȂȓǆǐॶ ǐǼǐȓǝΞॶ ƷǼǌ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼ Ʒȝ ȓǐǝȠǶƷȓ

ǦǼȝǐȓΗƷǶȖॽ

$Ȃȓ ǆȂǶǶǐǆȝǦǼǝ ȠǼǆȂǼȖȝȓƷǦǼǐǌ ǣǐΝƷǼǐ ǌƷȝƷॶ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ ƷǼǌ ǐǼǐȓǝǦǐȖ Ʒȓǐ ȖƷΗǐǌ ǐΗǐȓΞ ऀࣿࣿǜȖ ǜȂȓ Ʒ ȝȂȝƷǶ

Ȃǜ ऄࣿࣿॶࣿࣿࣿ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖॽ BȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǜȂȓ ȝǣǦȖ ȏȠȓȏȂȖǐ ΘƷȖ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ΘǦȝǣ Ʒ CȂȖǐ ,ȂȂΗǐȓ

ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝ ƷǼǌ ऀǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏॶ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ =�BBU[B� ǆȂǌǐऀऀࣿॽ �ƷȝƷ ЖǶǐȖ ΘǦȝǣ HU=[ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ

Θǐȓǐ ǝǐǼǐȓƷȝǐǌ ȠȖǦǼǝ ȝǣǐ =ǦǝUƷȓ%ǐǼ ȖǐȓΗǐȓऀࣿइॶऀࣿईॽ

ऀࣿँ



�৷आ %U /ӹԓԚҷӂӢӲӢԚӢӏԓ

/Ǽ ȂȠȓ ΘȂȓǴ Θǐ ǐǼǆȂȠǼȝǐȓǐǌ ȝΘȂ ȖȂȠȓǆǐȖ Ȃǜ ǼȠǻǐȓǦǆƷǶ ǦǼȖȝƷǅǦǶǦȝΞॶ ȂǼǐ Ȃǜ ΘǣǦǆǣ ǦȖ ǦǶǶȠǻǦǼƷȝǐǌ ǅΞ

ȝǣǐ ȝȂΞ ǻȂǌǐǶॽ $ǦȓȖȝॶ ȝǣǐ ǆǣȂǦǆǐ Ȃǜ ǴǐȓǼǐǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼ ǦǼ %U ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼȖ ǣƷȖ ǦǻȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ȝǣǐ

ȓǐȖȠǶȝǦǼǝ ǴǐȓǼǐǶ ǻƷȝȓǦǆǐȖॽ /Ǽ ȝǣǐ ǣǦǝǣǶΞ ȖǦǻȏǶǦЖǐǌ ǐΝƷǻȏǶǐ ΘǦȝǣ ȝΘȂ �% ȖǦȝǐȖ ȝǣƷȝ Θǐ ǐΝƷǻǦǼǐǌ ǜȂȓ

ȝǣǐ ȝȂΞ ǻȂǌǐǶॶ Ʒ ǼȂȓǻƷǶǦΣǐǌ ǌȂȝ ȏȓȂǌȠǆȝ ǴǐȓǼǐǶ

ȓ(ǫȅ, ǫȐ) = ܿ
(ǫȅ · ǫȐ

ǫȅǫȐ

)ܺ
঳�ॽई঴

ǶǐƷǌȖ ȝȂ Ʒ ǜȂȓǆǐৄǐǼǐȓǝΞ ǴǐȓǼǐǶ ȝǣƷȝ ǦȖ ΣǐȓȂ ǜȂȓ ǦǌǐǼȝǦǆƷǶ ǌǐȖǆȓǦȏȝȂȓȖॽ /Ǽ ȝǣǦȖ ǐΝȏȓǐȖȖǦȂǼॶ ܿ ǦȖ ȝǣǐ ǴǐȓǼǐǶ

ȖǦǝǼƷǶ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ƷǼǌ ܺ ȝǣǐ ȏȂΘǐȓ Ȃǜ ȝǣǐ ǌȂȝ ȏȓȂǌȠǆȝॽ bǣǦȖ ǐЍǐǆȝǦΗǐǶΞ ǻƷǴǐȖ Ǧȝ ǻȂȓǐ ǆǣƷǶǶǐǼǝǦǼǝ ǜȂȓ

ȝǣǐ ǻȂǌǐǶ ȝȂ ǶǐƷȓǼॽ sǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ΘǣǐǼ ȝǣǐ ǼȂȓǻƷǶǦΣƷȝǦȂǼ ǦȖ ȓǐǻȂΗǐǌॶ ȝǣǦȖ ǦȖȖȠǐ ǝȂǐȖ ƷΘƷΞॽ bǣǐȓǐৄ

ǜȂȓǐॶ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝȂΞ ǻȂǌǐǶ Θǐ ȠȖǐ ƷǼ ȠǼৄǼȂȓǻƷǶǦΣǐǌ ǌȂȝ ȏȓȂǌȠǆȝ ǴǐȓǼǐǶॽ

[ǐǆȂǼǌॶ Θǐ ȂǅȖǐȓΗǐ ȝǣƷȝ B=ǻȂǌǐǶȖ Ʒȓǐ ȏȓȂǼǐ ȝȂ ǐΝȏǶȂǌǦǼǝ ΘǣǐǼ ȝǣǐΞ ǐǼǆȂȠǼȝǐȓ ȖȝƷȝǐȖ Ȃǜ ǣǦǝǣ

ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞॽ sǣǦǶǐ ȝǣǦȖ ǦȖ ǼȂȝ ƷǼ ǦȖȖȠǐ ǜȂȓ ȝǣǐ ȝȂΞ ǻȂǌǐǶॶ ΘǣȂȖǐ ȏǣƷȖǐৄȖȏƷǆǐ ǦȖ ȒȠǦȝǐ ȖǻƷǶǶॶ ȝǣǦȖ ǅǐৄ

ǆȂǻǐȖ ȏȓȂǅǶǐǻƷȝǦǆ ǜȂȓ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐৄǻȂǶǐǆȠǶǐ ǣǐΝƷǼǐ ȖΞȖȝǐǻȖ ǆȂǼȖǦǌǐȓǐǌ ǦǼ ȝǣǦȖ ΘȂȓǴॽ UȓǐΗǦȂȠȖ ƷǆȝǦΗǐ

ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǐЍȂȓȝȖ ǣƷΗǐ ǜȂȠǼǌ ȖȝƷǅǦǶǦȝΞ ǦǼ ǻȂǌǐǶȖ Ȃǜ ȓǐǶƷȝǦΗǐǶΞ ǶƷȓǝǐ ǶǦȒȠǦǌȖईऀॶ ǅȠȝ ȝǣǐ ȖǦǼǝǶǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐ

ǶǦǻǦȝ ǦȖ Ʒ ȖȏǐǆǦƷǶ ǆƷȖǐॽ eǼǶǦǴǐ ǦǼ ǶǦȒȠǦǌ ȖΞȖȝǐǻȖॶ ǐƷǆǣ ǜȓƷǻǐ Ȃǜ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǌƷȝƷ ȏȓȂΗǦǌǐȖ ǶǐȖȖ ǜȂȓǆǐ ǦǼǜȂȓৄ

ǻƷȝǦȂǼॶ ƷǼǌ Ǧȝ ǅǐǆȂǻǐȖ ǻȂȓǐ ǆǣƷǶǶǐǼǝǦǼǝ ȝȂ ǆƷȏȝȠȓǐ ǦǻȏȂȓȝƷǼȝ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼ ȖȝƷȝǐ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼॽ

bȂ ǆȂȠǼȝǐȓ ȝǣǐ ǦȖȖȠǐ Ȃǜ ȏǣƷȖǐ ȖȏƷǆǐ ǐΝȏǶȂȓƷȝǦȂǼ ƷǼǌ ǐǼȖȠǦǼǝ ǦǼȖȝƷǅǦǶǦȝΞॶ Θǐ ǆȂȠǶǌ ȝȠȓǼ ȝȂ ȂǼৄȝǣǐৄ

ЙΞ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ȝȂ ǝǐǼǐȓƷȝǐ ǻȂȓǐ ǌǦΗǐȓȖǐ ƷǼǌ ǦǼǜȂȓǻƷȝǦΗǐ ǌƷȝƷ ǜȂȓ ȝǣǐ ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐॽ ,ȂΘǐΗǐȓॶ

Θǐ ǼȂȝǐ ȝǣƷȝ ȝǣǦȖ ΘȂȠǶǌ ȓǐȒȠǦȓǐ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ Ʒ ǼȂȓǻƷǶǦΣǐǌ ǴǐȓǼǐǶ ȝȂ ǌǐЖǼǐ Ʒ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ȠǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ȝǣȓǐȖǣৄ

ȂǶǌॽ /ȝ ǦȖ ȠǼǆǶǐƷȓ Θǣǐȝǣǐȓ Ȃȓ ǼȂȝ ȝǣǐ ǼȠǻǐȓǦǆƷǶ ǦȖȖȠǐȖ ȝǣƷȝ ȏȓǐȖǐǼȝ ǦǼ ȝǣǐ ँ �% ȖǦȝǐ ǆƷȖǐ ȏǐȓȖǦȖȝ ǦǼ ȝǣǐ

ः �% ȖǦȝǐ ǆƷȖǐ ǐǼǆȂȠǼȝǐȓǐǌ ǅΞ ȝǣǐ ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǌǐǶȖॶ ƷǼǌ Ǧǜ ȖȂ ȝǣǐǼ ȝȂ ΘǣƷȝ ǐΝȝǐǼȝॽ bǣǦȖ ǻȂȝǦΗƷȝǐȖ ǜȠৄ

ȝȠȓǐ ΘȂȓǴ ȂǼ ǅǐȝȝǐȓ ȠǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ȖȝƷǅǦǶǦȝΞॽ �Ȗ ȖȠǆǣॶ Θǐ ǣƷΗǐ ǜȂǆȠȖǐǌ ȂǼ ȝǣǐ ȠȖǐ Ȃǜ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ

ऀࣿं



ƷȏȏȓȂƷǆǣǐȖ ǜȂȓ ȓǐƷǶ ȖΞȖȝǐǻȖॽ

�৷इ BԀӋӏӲ [ӢӸԞӲҷԚӢԀӹ �ӏԚҷӢӲԓ

[ǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ȝǣǐ ǣǐΝƷǼǐ ǻȂǶǐǆȠǶǐ Ʒȓǐ ȏǐȓǜȂȓǻǐǌ ǦǼ =�BBU[ ΗǦƷ ǦǼৄǣȂȠȖǐ ȖȂǜȝΘƷȓǐ ǜȂȓ ȝǣǐ �Ƕৄ

ǶǐǝȓȂ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॽ �ȏȏȓȂȏȓǦƷȝǐ ǻȂǌǦЖǆƷȝǦȂǼȖ Ʒȓǐ ǻƷǌǐ ȝȂ ǦǼǆȂȓȏȂȓƷȝǐ ȝǣǐ ȝǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓॽ

$Ȃȓ ǐƷǆǣ ǻȂǌǐǶॶ Ʒ ँǼȖ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ΘƷȖ ȓȠǼ Ʒǜȝǐȓ Ʒ ँࣿࣿȏȖ ǐȒȠǦǶǦǅȓƷȝǦȂǼ ȏǐȓǦȂǌॶ ȠȖǦǼǝ Ʒ ࣿॽऄ ǜȖ ȝǦǻǐȖȝǐȏॽ

sǣǦǶǐ ǼȂȝǐ ȖȝȓǦǆȝǶΞ ǼǐǆǐȖȖƷȓΞॶ Ʒ ȖǻƷǶǶǐȓ ȝǦǻǐȖȝǐȏ ȝǣƷǼ ȝǣǐ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǆƷȖǐ ΘƷȖ ȠȖǐǌ ȝȂ ǐǼȖȠȓǐ ȖȝƷǅǦǶǦȝΞॽ

� =ƷǼǝǐΗǦǼ ȝǣǐȓǻȂȖȝƷȝ Ʒȝ ँऄࣿ< ΘǦȝǣ Ʒ ǌƷǻȏǦǼǝ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ Ȃǜ ऀࣿࣿ ǜǐǻȝȂȖǐǆȂǼǌȖ ΘƷȖ ȠȖǐǌॶ ƷǼǌ ȖƷǻৄ

ȏǶǐȖ Ȃǜ ȏȂȖǦȝǦȂǼȖ Θǐȓǐ ǆȂǶǶǐǆȝǐǌ ǐΗǐȓΞ ँࣿࣿ ȖȝǐȏȖॽ �Ʒǆǣ ǻȂǌǐǶ ΘƷȖ ȓȠǼ ΘǦȝǣ ǌǦЍǐȓǐǼȝ ȖȝƷȓȝǦǼǝ ΗǐǶȂǆǦȝǦǐȖ

ȝȂ ǐǼǣƷǼǆǐ ȖƷǻȏǶǐ ǐАǆǦǐǼǆΞॽ

ऀࣿः



XǐǜǐȓǐǼǆǐȖ

ফऀব :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ [ȝǐΗǐǼ �ॽ bȂȓȓǦȖǦॶ [ǦǻȂǼ �ƷȝΣǼǐȓॶ yȠ xǦǐॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ �ǶǐΝǦǐ Bॽ <ȂǶৄ
ȏƷǴॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ HǼৄȝǣǐৄЙΞ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǦǼȝǐȓȏȓǐȝƷǅǶǐ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ǜȂȓ
ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ȓƷȓǐ ǐΗǐǼȝȖॽ țȮȐ �ȡȚȮȿȼࣗ BǖȼǯȲࣗॶ अॶ ँࣿँࣿॽ

ফँব :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ yȠ xǦǐॶ :ǦǼ [ȂȂ =Ǧǻॶ �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ �ǆȝǦΗǐ
ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ȓǐƷǆȝǦΗǐ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ƷȏȏǶǦǐǌ ȝȂ ǣǐȝǐȓȂǝǐǼǐȂȠȖ ǆƷȝƷǶΞȖǦȖ ǌΞǼƷǻǦǆȖ Ȃǜ ǣ঄ȏȝॽ
Cǖȼࣗ �ȡȚȚࣗॶ ऀंॶ ँࣿँँॽ

ফंব yȠ xǦǐॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ �ǼǌȓǐƷ �ǐȏǐǶǶȂȝȝǦॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ $ƷȖȝ
ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ǜȓȂǻ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॵ [ȝȠǌΞ Ȃǜ ǦǼȝǐȓৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ȝȓƷǼȖǜȂȓǻƷȝǦȂǼ Ȃǜ
ȖȝƷǼǐǼǐॽ CȮȐ �ȡȚȮȿȼࣗ BǖȼǯȲࣗॶ आॶ ँࣿँऀॽ

ফःব :ॽ �ȠǅȂǆǣǐȝ ƷǼǌ �ॽ sॽBǆ�ȂΘƷǶǶॽ qǦȝȓǦЖǆƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȏȠȓǐ ΘƷȝǐȓ ǜȂȓ ǐǶǐǆȝȓȂǼ ǻǦǆȓȂȖǆȂȏΞॽ
:ȡȿȲțǖȕ ȡǻBȅǥȲȡȵǥȡȮͤॶ ऀँःॶ ऀईइऀॽ

ফऄব �ƷƷǼ $ȓǐǼǴǐǶ ƷǼǌ �ǐȓǐǼǌ [ǻǦȝॽ ețǫǯȲȵȼǖțǫȅțǼBȡȕǯǥȿȕǖȲ [ȅȚȿȕǖȼȅȡț࣏ $ȲȡȚ �ȕǼȡȲȅȼȂȚȵ ȼȡ
�ȮȮȕȅǥǖȼȅȡțȵॽ �ǆƷǌǐǻǦǆ UȓǐȖȖॶ ँࣿࣿँॽ

ফअব Bॽ Uॽ �ǶǶǐǼ ƷǼǌ �ॽ :ॽ bǦǶǌǐȖǶǐΞॽ �ȡȚȮȿȼǯȲ [ȅȚȿȕǖȼȅȡț ȡǻ =ȅȱȿȅǫȵॽ HΝǜȂȓǌ eǼǦΗǐȓȖǦȝΞ UȓǐȖȖॶ
ऀईइआॽ

ফआব 	 �ॽ [ǴǱǐΗǦǴॶ �ǐǼǱƷǻǦǼ �ॽ BƷǌǐǱॶ �ƷǶǶȠǻ :ॽ �ǦǆǴȖȂǼॶ <ǼȠȝ bǐǦǝǐǼॶ XȂȖȖ �ॽ sƷǶǴǐȓॶ ƷǼǌ
/ƷǼ Xॽ %ȂȠǶǌॽ �ǶǶৄƷȝȂǻ ǶǦȏǦǌ ǅǦǶƷΞǐȓ ȖǐǶǜৄƷȖȖǐǻǅǶΞ ΘǦȝǣ ȝǣǐ Ʒǻǅǐȓ ƷǼǌ ǆǣƷȓǻǻ ǶǦȏǦǌ ǜȂȓǆǐ
ЖǐǶǌȖॽ �ȂǯȚࣗ �ȡȚȚȿțࣗॶ ऄऀॵःःࣿँॶ ँࣿऀऄॽ

ফइব [ǦǻȂǼ �ƷȝΣǼǐȓॶ �Ƕǅǐȓȝ BȠȖƷǐǶǦƷǼॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ BƷȓǦȂ %ǐǦǝǐȓॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ Uॽ BƷǦǶȂƷॶ BȂȓǌǐǆǣƷǦ
<ȂȓǼǅǶȠȝǣॶ CǦǆȂǶƷ BȂǶǦǼƷȓǦॶ bǐȖȖ �ॽ [ǻǦǌȝॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ �঳ं঴ৄǐȒȠǦΗƷȓǦƷǼȝ ǝȓƷȏǣ
ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖ ǜȂȓ ǌƷȝƷৄǐАǆǦǐǼȝ ƷǼǌ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ Cǖȼࣗ �ȡȚȚȿțࣗॶ ऀंॵऀূ
ऀऀॶ ँࣿँँॽ

ফईব �Ƕǅǐȓȝ BȠȖƷǐǶǦƷǼॶ [ǦǻȂǼ �ƷȝΣǼǐȓॶ �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ
BȂȓǌǐǆǣƷǦ <ȂȓǼǅǶȠȝǣॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ =ǐƷȓǼǦǼǝ ǶȂǆƷǶ ǐȒȠǦΗƷȓǦƷǼȝ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼȖ ǜȂȓ
ǶƷȓǝǐৄȖǆƷǶǐ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ Cǖȼࣗ �ȡȚȚȿțࣗॶ ऀःॵऄआईॶ ँࣿँंॽ

ऀࣿऄ



ফऀࣿব �Ƕǅǐȓȝ Uॽ �ƷȓȝȃǴॶ BǦǴǐ �ॽ UƷΞǼǐॶ XǦȖǦ <ȂǼǌȂȓॶ ƷǼǌ %ƸǅȂȓ �ȖƸǼΞǦॽ %ƷȠȖȖǦƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼ
ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॵ bǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȒȠƷǼȝȠǻǻǐǆǣƷǼǦǆȖॶ ΘǦȝǣȂȠȝ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ =ǯȼȼࣗॶ ऀࣿःॶ
ँࣿऀࣿॽ

ফऀऀব <ॽ bॽ [ǆǣȤȝȝॶ ,ॽ �ॽ [ƷȠǆǐǌƷॶ Uॽ :ॽ <ǦǼǌǐȓǻƷǼȖॶ �ॽ bǴƷȝǆǣǐǼǴȂॶ ƷǼǌ <ॽ Xॽ BȤǶǶǐȓॽ [ǆǣǼǐȝ ৄ Ʒ
ǌǐǐȏ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ƷȓǆǣǦȝǐǆȝȠȓǐ ǜȂȓ ǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ƷǼǌ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀःइॶ ँࣿऀइॽ

ফऀँব yȠ xǦǐॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ [ǐǼǱƷ XƷǻƷǴǐȓȖॶ CƷǴǦǅ ,ॽ UȓȂȝǦǴॶ �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ ƷǼǌ
�ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ eǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞৄƷΘƷȓǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǜȓȂǻ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॵ UǣƷȖǐ
ȝȓƷǼȖǜȂȓǻƷȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ȝǣǐȓǻƷǶ ȝȓƷǼȖȏȂȓȝ ǦǼ ȖǦǆॽ CȮȐ �ȡȚȮȿȼࣗ BǖȼǯȲࣗॶ ईॵंअॶ ँࣿँंॽ

ফऀंব sǦǶǶǦƷǻ = :ȂȓǝǐǼȖǐǼॶ �ƷΗǦǌ [ॽ BƷΝΘǐǶǶॶ ƷǼǌ :ȠǶǦƷǼ bǦȓƷǌȂৄXǦΗǐȖॽ �ǐΗǐǶȂȏǻǐǼȝ ƷǼǌ ȝǐȖȝৄ
ǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ȂȏǶȖ ƷǶǶৄƷȝȂǻ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌ ȂǼ ǆȂǼǜȂȓǻƷȝǦȂǼƷǶ ǐǼǐȓǝǐȝǦǆȖ ƷǼǌ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ȂȓǝƷǼǦǆ
ǶǦȒȠǦǌȖॽ :ࣗ �Țࣗ �ȂǯȚࣗ [ȡǥॶ ऀऀइॵऀऀँँऄূऀऀँंअॶ ऀईईअॽ

ফऀःব �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ yȠ xǦǐॶ �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ [ȝƷǅǦǶǦȝΞॶ
ǻǐǆǣƷǼǦȖǻȖ ƷǼǌ ǴǦǼǐȝǦǆȖ Ȃǜ ǐǻǐȓǝǐǼǆǐ Ȃǜ ƷȠ ȖȠȓǜƷǆǐ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǜȂȓǆǐ
ЖǐǶǌȖॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ ǖȲxȅ࣏࡛࡚࡚͝࡜ࡠ࡙ࣗࡡ࡙࡜ॶ ँࣿँंॽ

ফऀऄব �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ CǦǆǣȂǶƷȖ BƷȓǆǐǶǶƷॶ yȠ xǦǐॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ �ǼƷȝȂǶΞ /ॽ $ȓǐǼǴǐǶॶ
XƷǶȏǣ %ॽ CȠΣΣȂॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ eǼȓƷΗǐǶǦǼǝ ȝǣǐ ǆƷȝƷǶΞȝǦǆ ǐЍǐǆȝ Ȃǜ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ƷǌȖȂȓȏȝǦȂǼ
ȂǼ ȏȝ ǼƷǼȂȏƷȓȝǦǆǶǐ ȖǣƷȏǐৄǆǣƷǼǝǐॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ ǖȲxȅ࣏࡛࡚࡙͝ࡢ࡙࡙ࣗࡡ࡟࡜ॶ ँࣿँंॽ

ফऀअব :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ yȠǆȂǼǝBǦƷȂॶ :ȂȂȖȝ :ॽ qǶƷȖȖƷǴॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼৄ
ȖǴΞॽ UǣƷȖǐ ǌǦȖǆȂΗǐȓΞ ΘǦȝǣ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॵ �ȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ ȝȂ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȏǣƷȖǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼȖ ǦǼ
ǐȒȠǦƷȝȂǻǦǆ ǼǦȝǦॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ ǖȲxȅ࣏࡛͝ࡡ࡟࡞࡞࡙࡚࡙ࣗ࡝ॶ ँࣿँःॽ

ফऀआব %ǐȂȓǝΞ [ƷǻȖȂǼǦǌΣǐ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ �ǆǆǐǶǐȓƷȝǐǌ ȖǆȓǐǐǼǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǐǶǐǆȝȓǦǆ ǻƷȝǐȓǦƷǶȖ
ǅΞ ЖȓȖȝৄȏȓǦǼǆǦȏǶǐȖ ǆȂǻȏȠȝƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǐǶǐǆȝȓȂǼৄȏǣȂǼȂǼ ȖǆƷȝȝǐȓǦǼǝॽ �ǫ͝ǖțǥǯǫ �țǯȲǼͤBǖȼǯȲȅǖȕȵॶ
इॵऀइࣿࣿँःअॶ ँࣿऀइॽ

ফऀइব [Ʒǐǐǌ �ȓƷǅǣƷ ƷǼǌ �ǶǦ XƷǱƷǅȏȂȠȓॽ bǣǐȓǻȂৄǻǐǆǣƷǼǦǆƷǶ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ Ȃǜ ǼǦȝȓȂǝǐǼƷȝǐǌ ǣȂǶǐΞ
ǝȓƷȏǣǐǼǐॵ � ǆȂǻȏƷȓǦȖȂǼ Ȃǜ ǻƷǆǣǦǼǐৄǶǐƷȓǼǦǼǝৄǅƷȖǐǌ ƷǼǌ ǆǶƷȖȖǦǆƷǶ ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ
/țȼǯȲțǖȼȅȡțǖȕ :ȡȿȲțǖȕ ȡǻ ,ǯǖȼ ǖțǫBǖȵȵ bȲǖțȵǻǯȲॶ ऀआइॶ ँࣿँऀॽ

ফऀईব �ǣƷȂΞǦǼǝsƷǼǝॶ ~ǣǐǼȒǦǼǝsƷǼǝॶ ƷǼǌ WǦǼǝΞȠƷǼBǐǼǝॽ �ȂǻȏƷȓƷȝǦΗǐ ȖȝȠǌΞ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǻȏǦȓǦǆƷǶ
ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ƷǼǌ ǌǐǼȖǦȝΞৄǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǌǦΗƷǆƷǼǆΞ ƷǼǌ ǣǐΝƷΗƷǆƷǼǆΞ ǦǼ
ȖǦǶǦǆȂǼॽ UȂͤȵȅǥǖ �࣏ �ȡțǫǯțȵǯǫBǖȼȼǯȲॶ ःࣿअॶ ँࣿऀऀॽ

ফँࣿব :Ȇȓǝ �ǐǣǶǐȓ ƷǼǌBǦǆǣǐǶǐ UƷȓȓǦǼǐǶǶȂॽ %ǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ǼǐȠȓƷǶৄǼǐȝΘȂȓǴ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǣǦǝǣৄ
ǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶৄǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐȖॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ =ǯȼȼࣗॶ ईइॵऀःअःࣿऀॶ ँࣿࣿआॽ

ফँऀব :ǦƷǼǝsƷǼǝॶ [ȝǐǜƷǼ �ǣǻǦǐǶƷॶ <ǶƷȠȖৄXȂǅǐȓȝ BȤǶǶǐȓॶ $ȓƷǼǴ CȂǗॶ ƷǼǌ �ǐǆǦǶǦƷ �ǶǐǻǐǼȝǦॽ �Ǽৄ
ȖǐǻǅǶǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ΘǦȝǣ Ʒ ǴǐȓǼǐǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣॽ :ࣗ
�ȂǯȚࣗ UȂͤȵॶ ऀऄँॵऀईःऀࣿअॶ ँࣿँࣿॽ

ऀࣿअ



ফँँব XƷǶǜ �ȓƷȠȝΣॽ �ȝȂǻǦǆ ǆǶȠȖȝǐȓ ǐΝȏƷǼȖǦȂǼ ǜȂȓ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ƷǼǌ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ ǦȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ
UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ �ॶ ईईॵࣿऀःऀࣿःॶ ँࣿऀईॽ

ফँंব �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ yȠ xǦǐॶ �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ ঳�ƷΗǦǌ঴ =Ǧǻ :ǦǼ [ȂȂॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ
qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ BǦǆȓȂǼৄȖǆƷǶǐ ǣǐȝǐȓȂǝǐǼǐȂȠȖ ǆƷȝƷǶΞȖǦȖ ΘǦȝǣ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǜȂȓǆǐ
ЖǐǶǌȖ ǜȓȂǻ ЖȓȖȝ ȏȓǦǼǆǦȏǶǐȖ ƷǼǌ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॽ UȲǯȮȲȅțȼ ǖȼ ȂȼȼȮȵ࣏ࣞࣞǖȲͣȅࣗ͝ȡȲǼࣞǖǤȵ࡛࡛࡙ࣞ࡜ࡠ࡞࡛࡚ࣗ࡝ॶ
ँࣿँँॽ

ফँःব [ǦǐΘǐȓȝ :ॽ BƷȓȓǦǼǴॶ ,ॽ :ǐǶǝǐȓ XǦȖȖǐǶƷǌƷॶ [ǐȓǝǐ yǐЖǻȂΗॶ �ॽ Uǐȝǐȓ bǦǐǶǐǻƷǼॶ ƷǼǌ �ǶǐΝ ,ॽ
�ǐ qȓǦǐȖॽ bǣǐ ǻƷȓȝǦǼǦ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॵ �ȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ǅǦȂǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ :ࣗ
UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗॶ ऀऀऀॵआइऀँূआइँःॶ ँࣿࣿआॽ

ফँऄব �ǐȖƷȓ �ॽ =ȃȏǐΣॶ �ǼǌȓΣǐǱ :ॽ XΣǐȏǦǐǶƷॶ �ǶǐΝ ,ॽ ǌǐ qȓǦǐȖॶ =Ƞǅǅǐȓȝ �ǦǱǴǣȠǦΣǐǼॶ UǣǦǶǦȏȏǐ ,ॽ
,৙஄ȠǼǐǼǅǐȓǝǐȓॶ ƷǼǌ [ǦǐΘǐȓȝ :ॽ BƷȓȓǦǼǴॽ BƷȓȝǦǼǦ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॵ �ΝȝǐǼȖǦȂǼ ȝȂ
ǆƷȓǅȂǣΞǌȓƷȝǐȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ bȂǯȡȲͤ �ȡȚȮȿȼࣗॶ ऄॵंऀईऄূंँऀࣿॶ ँࣿࣿईॽ

ফँअব �ǱȠȓȓǐ ,ॽ ǌǐ :ȂǼǝॶ %Ƞȓȏȓǐǐȝ [ǦǼǝǣॶ sॽ $ॽ �ȓǐΘ �ǐǼǼǐȝȝॶ �ǶǐǻǐǼȝ �ȓǼƷȓǐΣॶ bȖǱǐȓǴ �ॽ sƷȖȖǐৄ
ǼƷƷȓॶ =ƷȓȖ qॽ [ǆǣ৙஄Ʒǜǐȓॶ xƷΗǦǐȓ UǐȓǦȂǶǐॶ �ॽ Uǐȝǐȓ bǦǐǶǐǻƷǼॶ ƷǼǌ [ǦǐΘǐȓȝ :ॽ BƷȓȓǦǼǴॽ /ǻȏȓȂΗǐǌ
ȏƷȓƷǻǐȝǐȓȖ ǜȂȓ ȝǣǐ ǻƷȓȝǦǼǦ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ȏȓȂȝǐǦǼ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ bȂǯȡȲͤ �ȡȚȮȿȼࣗॶ
ईॵअइआূअईआॶ ँࣿऀंॽ

ফँआব [ǐǻǐǼ Hॽ yǐȖΞǶǐΗȖǴΞΞॶ =ƷȓȖ qॽ [ǆǣ৚அƷǜǐȓॶ �ȠȓǅƷ [ǐǼǝȠȏȝƷॶ ƷǼǌ [ǦǐΘǐȓȝ :ॽ BƷȓȓǦǼǴॽ UȂǶƷȓǦΣƷǅǶǐ
ΘƷȝǐȓ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ȝǣǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻƷȓȝǦǼǦ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॽ U=ȡ[ �ȡȚȮȿȼࣗ �ȅȡȕࣗॶ अॶ ँࣿऀࣿॽ

ফँइব =ȠǆƷBȂǼȝǦǆǐǶǶǦॶ [ǐǼȝǣǦǶ <ॽ <ƷǼǌƷȖƷǻΞॶ xƷΗǦǐȓ UǐȓǦȂǶǐॶ XȂǼƷǶǌ %ॽ =ƷȓȖȂǼॶ �ॽ Uǐȝǐȓ bǦǐǶǐৄ
ǻƷǼॶ ƷǼǌ [ǦǐΘǐȓȝৄ:ƷǼBƷȓȓǦǼǴॽ bǣǐ ǻƷȓȝǦǼǦ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌॵ �ΝȝǐǼȖǦȂǼ ȝȂ ȏȓȂȝǐǦǼȖॽ
:ࣗ �ȂǯȚࣗ bȂǯȡȲͤ �ȡȚȮȿȼࣗॶ ःॵइऀईূइंःॶ ँࣿࣿइॽ

ফँईব :ॽ sॽ UȂǼǌǐȓ ƷǼǌ �ॽ �ॽ �ƷȖǐॽ $Ȃȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ǜȂȓ ȏȓȂȝǐǦǼ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ �ǫࣗ͝ UȲȡȼࣗ �ȂǯȚࣗॶ अअॵँआূ
इऄॶ ँࣿࣿंॽ

ফंࣿব �ǼǌȓΣǐǱ <ȂǶǦǽȖǴǦॽ UȓȂȝǐǦǼ ǻȂǌǐǶǦǼǝ ƷǼǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼ ΘǦȝǣ Ʒ ȓǐǌȠǆǐǌ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝƷȝǦȂǼॽ
�ǥȼǖ �ȅȡǥȂȅȚࣗ Uȡȕࣗॶ ऄऀॵंःईূआऀॶ ँࣿࣿःॽ

ফंऀব �ॽ =ॽ �ǐΗǐȓǦǌǝǐ ƷǼǌsॽ =ॽ :ȂȓǝǐǼȖǐǼॽ bǣǐ ȂȏǶȖ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ȏȓȂȝǐǦǼȖॽ ǐǼǐȓǝΞ ǻǦǼৄ
ǦǻǦΣƷȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ǆȓΞȖȝƷǶȖ Ȃǜ ǆΞǆǶǦǆ ȏǐȏȝǦǌǐȖ ƷǼǌ ǆȓƷǻǅǦǼॽ �țțȿࣗ Xǯࣗ͝ �ȅȡȮȂͤȵࣗ �ȅȡǯțǼࣗॶ ऀऀࣿॵऀइॶ
ऀईइइॽ

ফंँব sॽ %ॽ CȂǦǌॶ :ǣǦǣৄsǐǦ �ǣȠॶ %ƷȓΞ [ॽ �ΞȝȂǼॶ qǦǼȂǌ <ȓǦȖǣǼƷॶ [ǐȓǝǐǦ /ΣΗǐǴȂΗॶ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॶ
�ΗǦȖǐǴ �ƷȖॶ ƷǼǌ ,ƷǼȖ �ॽ �ǼǌǐȓȖǐǼॽ bǣǐ ǻȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌॽ Ǧॽ Ʒ ȓǦǝȂȓȂȠȖ
ǅȓǦǌǝǐ ǅǐȝΘǐǐǼ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ ƷǼǌ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀँइॵँःःऀऀःॶ ँࣿࣿइॽ

ফंंব Bॽ [ǆȂȝȝ [ǣǐǶǶॽ bǣǐ ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǐǼȝȓȂȏΞ ǦȖ ǜȠǼǌƷǻǐǼȝƷǶ ȝȂ ǻȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ƷǼǌ ǦǼΗǐȓȖǐ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ
ȏȓȂǅǶǐǻȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀँईॵऀःःऀࣿइॶ ँࣿࣿइॽ

ऀࣿआ



ফंःব [ǐǅƷȖȝǦƷǼ <ǻǦǐǆǦǴॶ �ȂǻǦǼǦǴ %ȓȂǼȝॶ BǦǆǣƷǶ <ȂǶǦǼȖǴǦॶ =ȠǴƷȖΣ sǦǐȝǐȖǴƷॶ �ǶǐǴȖƷǼǌȓƷ �ǶΣǅǦৄ
ǐȝƷ �ƷΘǦǌॶ ƷǼǌ �ǼǌȓΣǐǱ <ȂǶǦǼȖǴǦॽ �ȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ȏȓȂȝǐǦǼ ǻȂǌǐǶȖ ƷǼǌ ȝǣǐǦȓ ƷȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼȖॽ
�ȂǯȚࣗ Xǯࣗ͝ॶ ऀऀअॵआइईइূआईंअॶ ँࣿऀअॽ

ফंऄব �ƷȓȂǶ �ॽ XȂǣǶॶ �ǣƷȓǶǦǐ �ॽ Bॽ [ȝȓƷȠȖȖॶ <ǦȓƷ Bॽ [ॽ BǦȖȠȓƷॶ ƷǼǌ �ƷΗǦǌ �ƷǴǐȓॽ UȓȂȝǐǦǼ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐ
ȏȓǐǌǦǆȝǦȂǼ ȠȖǦǼǝ ȓȂȖǐȝȝƷॽ CȿȚࣗ �ȡȚȮࣗBǯȼȂȡǫȵॶ ंइंॵअअূईंॶ ँࣿࣿःॽ

ফंअব �ॽ XǐǦȝǣॶ Bॽ UȠȝΣॶ ƷǼǌ $ॽ BȠǶǶǐȓৄUǶƷȝǣǐॽ �ǐȓǦΗǦǼǝ ǐЍǐǆȝǦΗǐ ǻǐȖȂȖǆƷǶǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ǜȓȂǻ ƷȝȂǻৄ
ǦȖȝǦǆ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ : �ȡȚȮȿȼࣗ �ȂǯȚࣗॶ ँःॵऀअँःূऀअंअॶ ँࣿࣿंॽ

ফंआব bǦǻȂȝǣΞ �ॽ BȂȂȓǐॶ �ǣȓǦȖȝȂȏǣǐȓ Xॽ /ƷǆȂΗǐǶǶƷॶ ƷǼǌ �ǶƷȓǐ Bǆ�Ʒǅǐॽ �ǐȓǦΗƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐৄ
ǝȓƷǦǼǐǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ΗǦƷ ǻȠǶȝǦȖȝƷȝǐ ǦȝǐȓƷȝǦΗǐ ǅȂǶȝΣǻƷǼǼ ǦǼΗǐȓȖǦȂǼॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗॶ ऀःࣿॵँँःऀࣿःॶ
ँࣿऀःॽ

ফंइব [ȠǼ yȂȠǼǝsȂȂ ƷǼǌ ,ΘƷǼǴΞȠ =ǐǐॽ �ǶǶৄƷȝȂǻ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ
ǆȂǦǶǐǌৄǆȂǦǶ ȏǐȏȝǦǌǐȖ ΘǦȝǣ ǶǦȏǦǌ ǅǦǶƷΞǐȓȖॵ ǅǦǼǌǦǼǝ ȖȝȓǐǼǝȝǣॶ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼॶ ƷǼǌ ǐЍǐǆȝ ȂǼ
ǶǦȏǦǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ [ǥȅǯțȼȅϨǥ XǯȮȡȲȼȵॶ अॵँँँईईॶ ँࣿऀअॽ

ফंईব Bॽ �ȂǼȂǻǦॶ �ॽ �ƷȓǌȠǆǆǦॶ ƷǼǌBॽ UƷȓȓǦǼǐǶǶȂॽ XǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ ȝǣǐ ǐȒȠǦǶǦǅȓǦȠǻ �ȂǶȝΣǻƷǼǼ
ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ ǜȓȂǻ ΘǐǶǶৄȝǐǻȏǐȓǐǌ ǻǐȝƷǌΞǼƷǻǦǆȖॽ :ࣗ �ȡȚȮȿȼࣗ �ȂǯȚࣗॶ ंࣿ঳ऀऀ঴ॵऀअऀऄূऀअँऀॶ
ँࣿࣿईॽ ࣿࣿँँࣿॽ

ফःࣿব %ǶǐǼǼBbȂȓȓǦǐ ƷǼǌ :ȂǣǼ U qƷǶǶǐƷȠॽ CȂǼȏǣΞȖǦǆƷǶ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼȖ ǦǼ ǻȂǼȝǐ ǆƷȓǶȂ
ǜȓǐǐৄǐǼǐȓǝΞ ǐȖȝǦǻƷȝǦȂǼॵ eǻǅȓǐǶǶƷ ȖƷǻȏǶǦǼǝॽ :ࣗ �ȡȚȮȿȼࣗ UȂͤȵࣗॶ ँं঳ँ঴ॵऀइआূऀईईॶ ऀईआआॽ

ফःऀব �ǶǐȖȖƷǼǌȓȂ �ƷȓǌȠǆǆǦॶ BƷȖȖǦǻǦǶǦƷǼȂ �ȂǼȂǻǦॶ ƷǼǌBǦǆǣǐǶǐ UƷȓȓǦǼǐǶǶȂॽ BǐȝƷǌΞǼƷǻǦǆȖॽ sȅȕǯͤ
/țȼǯȲǫȅȵǥȅȮࣗ Xǯࣗ͝ �ȡȚȮȿȼࣗ Bȡȕࣗ [ǥȅࣗॶ ऀ঳ऄ঴ॵइँअূइःंॶ [ǐȏȝǐǻǅǐȓ ँࣿऀऀॽ

ফःँব BƷȓǆ [ȂȠƷǦǶǶǐ ƷǼǌ �ǐǼȂǧȝ XȂȠΝॽ �ΝȝǐǼȖǦȂǼ ȝȂ ȝǣǐ ΘǐǦǝǣȝǐǌ ǣǦȖȝȂǝȓƷǻ ƷǼƷǶΞȖǦȖ ǻǐȝǣȂǌॵ
ǆȂǻǅǦǼǦǼǝ ȠǻǅȓǐǶǶƷ ȖƷǻȏǶǦǼǝ ΘǦȝǣ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǆƷǶǆȠǶƷȝǦȂǼȖॽ �ȡȚȮȿȼࣗ UȂͤȵࣗ �ȡȚȚȿțࣗॶ
ऀंऄ঳ऀ঴ॵःࣿূऄआॶ ँࣿࣿऀॽ

ফःंব Ǻ= �ƷȓƷǼ ƷǼǌsXΦΞȖǴȂॽ �ȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ Ȃǜ Ʒ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ȝǣǐ ǌǐȖǦǝǼ Ȃǜ ǆȂǻȏǶǐΝ
ȖȠȏȓƷǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǼǐȝΘȂȓǴȖॽ Bȡȕࣗ [ͤȵȼࣗ �ǯȵࣗ �țǼ࣐ࣗॶ ऄॵःइःূःईँॶ ँࣿँࣿॽ

ফःःব BƷȓǆȠȖ %ॽ BƷȓȝǦǼ ƷǼǌ :ॽ /ǶǱƷ [ǦǐȏǻƷǼǼॽ bȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ǜȂȓ ȏǣƷȖǐ ǐȒȠǦǶǦǅȓǦƷॽ ऀॽ
ȠǼǦȝǐǌৄƷȝȂǻ ǌǐȖǆȓǦȏȝǦȂǼ Ȃǜ ǼৄƷǶǴƷǼǐȖॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀࣿँॵँऄअईূँऄआआॶ ऀईईइॽ

ফःऄব �ǌƷǻ =ǦΘȂॶ BƷǆǦǐǱ �ƷȓƷǼȂΘȖǴǦॶ �ǐΣƷȓΞ �ΣƷȏǶǐΘȖǴǦॶ �ΘƷ %ȂǺƷȗॶ yǦ ,ǐॶ �ƷΘǦǌ :ƷǝǦǐǺƷॶ
UƷΘǐǺ <ȓȠȏƷॶ BƷǆǦǐǱ BƷǆǦǐǱǆΣΞǴॶ BƷȓǦȠȖΣ BƷǴȂΘȖǴǦॶ BƷǝǌƷǶǐǼƷ �BȂΣȂǶǐΘȖǴƷॶ �ǼǌȓǐǦ CǦৄ
ƷǌΣΗǐǌȝȖǴǦॶ [ȝƷǼǦȖǺƷΘ HǺǌΣǦǐǱॶ ,ƷȓȂǶǌ � [ǆǣǐȓƷǝƷॶ �ǌƷǻ < [ǦǐȓƷǌΣƷǼॶ XƷǜƷǺ \ǶȠȖƷȓΣॶ bȂǻƷȖΣ
sǦȓǐǆǴǦॶ yƷǼȏǦǼǝ yǦǼॶ ƷǼǌ �ƷȓȝǺȂǻǦǐǱ ~ƷǅȂȓȂΘȖǴǦॽ � ȠǼǦЖǐǌ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶ Ȃǜ ǅǦȂǶȂǝৄ
ǦǆƷǶ ǻƷǆȓȂǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ǅƷȖǐǌ ȂǼ ǻǐƷǼৄЖǐǶǌ ǻȠǶȝǦȏȂǶǐূǻȠǶȝǦȏȂǶǐ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖॽ : Bȡȕࣗ Bȡǫǯȕࣗॶ
ँࣿॶ ँࣿऀःॽ

ऀࣿइ



ফःअব sॽ %ॽ CȂǦǌॽ UǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐॵ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ǅǦȂǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖΞȖȝǐǻȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ
ऀंईॵईࣿईࣿऀॶ ँࣿऀंॽ

ফःआব yƷȂΞǦ �ǣǐǼॶ �ǼǌȓǐƷȖ <ȓƻǻǐȓॶ CǦǆǣȂǶƷȖ �ॽ �ǣƷȓȓȂǼॶ �ȓȂȂǴǐ �ॽ ,ȠȖǦǆॶ �ǐǆǦǶǦƷ �ǶǐǻǐǼȝǦॶ ƷǼǌ
$ȓƷǼǴ CȂǑॽ BƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǦǻȏǶǦǆǦȝ ȖȂǶΗƷȝǦȂǼ ǜȂȓ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ
ऀऄऄॵࣿइःऀࣿऀॶ ँࣿँऀॽ

ফःइব �ǦȖΘƷȓȂȂȏBȠǴǣǐȓǱǐǐॶ =ȠǦǝǦ �ǐǶǶǐ [Ǧȝǐॶ <Ƞȓȝ <ȓǐǻǐȓॶ ƷǼǌ �ǣȓǦȖȝǦǼǐ Uǐȝǐȓॽ �ǐȓǦΗƷȝǦȂǼ Ȃǜ
ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ǜȂȓ ǻȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǶǦȒȠǦǌ ǆȓΞȖȝƷǶǶǦǼǐ ȏǣƷȖǐ ȝȓƷǼȖǦȝǦȂǼȖॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ
�ȂǯȚࣗ �ॶ ऀऀअॶ ँࣿऀँॽ

ফःईব �ǼȝȂǼ q [ǦǼǦȝȖǴǦΞ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ � qȂȝǣॽ WȠƷǼȝȠǻǻǐǆǣƷǼǦǆȖ঄ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ
ǻǐǆǣƷǼǦǆȖ ঳WB঄�%ৄBB঴ॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀःइॵࣿऀःऀࣿँॶ ँࣿऀइॽ

ফऄࣿব �ǶǐΝƷǼǌǐȓ qBǦȓȂǼǐǼǴȂ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ � qȂȝǣॽ �ǐǼȖǦȝΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼƷǶ ȝǣǐȂȓΞৄǅƷȖǐǌ ȒȠƷǼȝȠǻ
ǻǐǆǣƷǼǦǆȖ঄ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǻǐǆǣƷǼǦǆȖॵ bǣǐȂȓΞ ƷǼǌ ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ
bȂǯȡȲͤ �ȡȚȮȿȼࣗॶ ऀअॵअंँईূअंःँॶ ँࣿँࣿॽ

ফऄऀব XȂǼƷǶǌ �ॽ ,ǦǶǶȖ :ȓॽॶ =ƷǼΞȠƷǼ =Ƞॶ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ BȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ
ȏȓȂȝǐǦǼ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǼǌȖǆƷȏǐॽ U=ȡ[ �ȡȚȮȿȼࣗ �ȅȡȕࣗॶ अॶ ँࣿऀࣿॽ

ফऄँব sॽ %ॽ CȂǦǌॶ :ǣǦǣৄsǐǦ �ǣȠॶ %ƷȓΞ [ॽ �ΞȝȂǼॶ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ BȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ
ƷǼǌ ȖȝȓȠǆȝȠȓƷǶ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖॵ �ȂǼǼǐǆȝǦȂǼȖ ȝȂ ǶǦȒȠǦǌৄȖȝƷȝǐ ȝǣǐȂȓΞॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀऀऀॵःऀऀअূ
ःऀँआॶ ँࣿࣿआॽ

ফऄंব =ȠǆƷ =ƷȓǦǼǦॶ =ƷǼΞȠƷǼ =Ƞॶ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ bǣǐ ǻȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌॽ ΗǦॽ
ǦǻȏǶǐǻǐǼȝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ȝǣȓǐǐৄǅȂǌΞ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀंँॵऀअःऀࣿआॶ ँࣿऀࣿॽ

ফऄःব [ǐǝǐǦ /ΣΗǐǴȂΗ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ BȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ǶǦȒȠǦǌৄȖȝƷȝǐ ȖΞȖȝǐǻȖॽ :ࣗ
�ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀँंॵऀंःऀࣿऄॶ ँࣿࣿऄॽ

ফऄऄব :ǦƷǼǝsƷǼǝॶ [ǦǻȂǼ HǶȖȖȂǼॶ �ǣȓǦȖȝȂȏǣsǐǣǻǐΞǐȓॶ �ǌȓǦƼ UǑȓǐΣॶ CǦǆǣȂǶƷȖ �ॽ �ǣƷȓȓȂǼॶ %ǦƷǼǼǦ
�ǐ $ƷǅȓǦȝǦǦȖॶ $ȓƷǼǴ CȂǑॶ ƷǼǌ �ǐǆǦǶǦƷ �ǶǐǻǐǼȝǦॽ BƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ
ǌΞǼƷǻǦǆȖ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ ��[ �ǯțȼࣗ [ǥȅࣗॶ ऄॵआऄऄূआअआॶ ँࣿऀईॽ

ফऄअব =ǦǼǜǐǼǝ ~ǣƷǼǝॶ :ǦǐȒȠǼ ,ƷǼॶ ,ƷǼsƷǼǝॶ XȂǅǐȓȝȂ �Ʒȓॶ ƷǼǌsǐǦǼƷǼ �ॽ �ǐǐȏǆǝॵ �ȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ
ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ΗǦƷ ǌǐǐȏ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀःईॵࣿंःऀࣿऀॶ ँࣿऀइॽ

ফऄआব :ȠȓǝǦȖ XȠΣƷॶ sȠǱǦǐ sƷǼǝॶ �ƷǼǦǐǶ [ǆǣΘƷǶǅǐৄ<ȂǌƷॶ [ǦǻȂǼ �ΝǐǶȓȂǌॶ sǦǶǶǦƷǻ,ॽ ,ƷȓȓǦȖॶ ƷǼǌ
XƷǜƷǐǶ %ȃǻǐΣৄ�ȂǻǅƷȓǐǶǶǦॽ bǐǻȏǐȓƷȝȠȓǐৄȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǶǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ǦȂǼǦǆ ǶǦȒȠǦǌȖ ΘǦȝǣ
ǌȠƷǶ ǝȓƷȏǣ ǆȂǼΗȂǶȠȝǦȂǼƷǶ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀऄंॵऀअःऄࣿऀॶ ँࣿँࣿॽ

ফऄइব �ȓȂȂǴǐ �ॽ ,ȠȖǦǆॶ CǦǆǣȂǶƷȖ �ॽ �ǣƷȓȓȂǼॶ �ȂǻǦǼǦǴ =ǐǻǻॶ :ǦƷǼǝsƷǼǝॶ �ǌȓǦƼ UǑȓǐΣॶ �Ǽৄ
ǌȓǐƷȖ <ȓƻǻǐȓॶ yƷȂΞǦ �ǣǐǼॶ [ǦǻȂǼ HǶȖȖȂǼॶ %ǦƷǼǼǦ ǌǐ $ƷǅȓǦȝǦǦȖॶ $ȓƷǼǴ CȂǑॶ ƷǼǌ �ǐǆǦǶǦƷ
�ǶǐǻǐǼȝǦॽ �ȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǦǼǝ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ΘǦȝǣ ǝȓƷȏǣ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ
ऀऄंॵऀईःऀࣿऀॶ ँࣿँࣿॽ

ऀࣿई



ফऄईব sȠǱǦǐ sƷǼǝ ƷǼǌ XƷǜƷǐǶ %ȃǻǐΣৄ�ȂǻǅƷȓǐǶǶǦॽ �ȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ ƷȠȝȂৄǐǼǆȂǌǐȓȖ ǜȂȓ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ
ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ CȮȐ �ȡȚȮȿȼࣗ BǖȼǯȲࣗॶ ऄॶ ँࣿऀईॽ

ফअࣿব [ॽ bॽ :ȂǣǼ ƷǼǌ %ƸǅȂȓ �ȖƸǼΞǦॽ BƷǼΞৄǅȂǌΞ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ ǝƷȠȖȖǦƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦৄ
ǻƷȝǦȂǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀँऀॵऀࣿईंःূऀࣿईःईॶ ँࣿऀआॽ

ফअऀব �ǣȓǦȖȝȂȏǣ [ǆǣǐȓǐȓॶ XǐǼǑ [ǆǣǐǦǌॶ �ǐǼǦȖ �ǼǌȓǦǐǼǴȂॶ ƷǼǌ bȓǦȖȝƷǼ �ǐȓǐƷȠॽ <ǐȓǼǐǶৄǅƷȖǐǌ ǻƷৄ
ǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǜȂȓ ǐАǆǦǐǼȝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǶǦȒȠǦǌȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ bȂǯȡȲͤ �ȡȚȮȿȼࣗॶ
ऀअॵंऀईःূंँࣿःॶ ँࣿँࣿॽ

ফअँব :Ȇȓǝ �ǐǣǶǐȓॽ �ȝȂǻৄǆǐǼȝǐȓǐǌ ȖΞǻǻǐȝȓΞ ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ǜȂȓ ǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦǼǝ ǣǦǝǣৄǌǦǻǐǼȖǦȂǼƷǶ ǼǐȠȓƷǶ
ǼǐȝΘȂȓǴ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀंःॶ ँࣿऀऀॽ

ফअंব �Ƕǅǐȓȝ Uॽ �ƷȓȝȃǴॶ XǦȖǦ <ȂǼǌȂȓॶ ƷǼǌ %ƸǅȂȓ �ȖƸǼΞǦॽ HǼ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝǦǼǝ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॽ
UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ �ॶ इआॶ ँࣿऀंॽ

ফअःব ~ǣǐǼΘǐǦ =Ǧॶ :ƷǻǐȖ Xॽ <ǐȓǻȂǌǐॶ ƷǼǌ �ǶǐȖȖƷǼǌȓȂ �ǐ qǦȝƷॽ BȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ΘǦȝǣ ȂǼৄȝǣǐৄ
ЙΞ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ȒȠƷǼȝȠǻৄǻǐǆǣƷǼǦǆƷǶ ǜȂȓǆǐȖॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ =ǯȼȼࣗॶ ऀऀःॶ ँࣿऀऄॽ

ফअऄব �ǶǌȂ %ǶǦǐǶǻȂॶ Uǐȝǐȓ [ȂǶǶǦǆǣॶ ƷǼǌ �ǶǐȖȖƷǼǌȓȂ �ǐ qǦȝƷॽ �ǆǆȠȓƷȝǐ ǦǼȝǐȓƷȝȂǻǦǆ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖ ΗǦƷ
ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ΘǦȝǣ ǆȂΗƷȓǦƷǼȝ ǴǐȓǼǐǶȖॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ �ॶ ईऄॶ ँࣿऀआॽ

ফअअব �ǶǌȂ %ǶǦǐǶǻȂॶ �ǶƷȠǌǦȂ ~ǐǼǦॶ ƷǼǌ �ǶǐȖȖƷǼǌȓȂ �ǐ qǦȝƷॽ �АǆǦǐǼȝ ǼȂǼȏƷȓƷǻǐȝȓǦǆ Ǽ ৄǅȂǌΞ ǜȂȓǆǐ
ЖǐǶǌȖ ǜȓȂǻǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ �ॶ ईआॶ ँࣿऀइॽ

ফअआব �Ƕǅǐȓȝ U �ƷȓȝȃǴॶ BǦǴǐ � UƷΞǼǐॶ XǦȖǦ <ȂǼǌȂȓॶ ƷǼǌ %ƸǅȂȓ �ȖƸǼΞǦॽ %ƷȠȖȖǦƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼ
ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॵ bǣǐ ƷǆǆȠȓƷǆΞ Ȃǜ ȒȠƷǼȝȠǻǻǐǆǣƷǼǦǆȖॶ ΘǦȝǣȂȠȝ ȝǣǐ ǐǶǐǆȝȓȂǼȖॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ =ǯȼȼࣗॶ
ऀࣿः঳ऀं঴ॵऀंअःࣿंॶ ँࣿऀࣿॽ

ফअइব �Ƕǅǐȓȝ U �ƷȓȝȃǴॶ XǦȖǦ <ȂǼǌȂȓॶ ƷǼǌ %ƸǅȂȓ �ȖƸǼΞǦॽ HǼ ȓǐȏȓǐȖǐǼȝǦǼǝ ǆǣǐǻǦǆƷǶ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝȖॽ
UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ �ॶ इआ঳ऀइ঴ॵऀइःऀऀऄॶ ँࣿऀंॽ

ফअईব �Ƕǅǐȓȝ U �ƷȓȝȃǴ ƷǼǌ %ƸǅȂȓ �ȖƸǼΞǦॽ %ƷȠȖȖǦƷǼ ƷȏȏȓȂΝǦǻƷȝǦȂǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॵ � ǅȓǦǐǜ ȝȠȝȂȓǦƷǶ
ǦǼȝȓȂǌȠǆȝǦȂǼॽ /țȼࣗ :ࣗ WȿǖțȼȿȚ �ȂǯȚࣗॶ ऀऀऄ঳ऀअ঴ॵऀࣿऄऀূऀࣿऄआॶ ँࣿऀऄॽ

ফआࣿব :ȠǼǣȠǦ UǐǼǝॶ �ǣȠƷǼǝ yȠƷǼॶ XȂǼǝȖǣǐǼǝBƷॶ ƷǼǌ ~ǣǦΞȂǼǝ ~ǣƷǼǝॽ �ƷǆǴǻƷȏȏǦǼǝ ǜȓȂǻ
ǻȠǶȝǦȓǐȖȂǶȠȝǦȂǼ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ȝȂ ƷȝȂǻǦǆ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ Ȃǜ ǶƷȓǝǐ ǅǦȂǻȂǶǐǆȠǶǐȖ ǅΞ ȓǐৄ
ȖȝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǦǼǜǐȓǐǼǆǐॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ bȂǯȡȲͤ �ȡȚȮȿȼࣗॶ
ऀऄॵंंःःূंंऄंॶ ँࣿऀईॽ

ফआऀব sǐǦ =Ǧॶ �ȓƷǦǝ �ȠȓǴǣƷȓȝॶ UƷȝȓΞǆǱƷ UȂǶǦǽȖǴƷॶ qƷǝǐǶǦȖ ,ƷȓǻƷǼǌƷȓǦȖॶ ƷǼǌBƷǼȂǶǦȖ �ȂΝƷȖȝƷǴǦȖॽ
�ƷǆǴǻƷȏȏǦǼǝ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻƷǆȓȂǻȂǶǐǆȠǶǐȖॵ �Ǽ ǐАǆǦǐǼȝ ƷǼǌ ΗǐȓȖƷȝǦǶǐ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ
ƷȏȏȓȂƷǆǣॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀऄंॶ ँࣿँࣿॽ

ऀऀࣿ



ফआँব sȠǱǦǐ sƷǼǝॶ BǦǼǴƷǦ xȠॶ �ǣǐǼ �ƷǦॶ �ǐǼǱƷǻǦǼ <Ƞȓȝ BǦǶǶǐȓॶ bǐȖȖ [ǻǦǌȝॶ yȠȖȠsƷǼǝॶ :ǦƷǼ
bƷǼǝॶ ƷǼǌ XƷǜƷǐǶ %ȃǻǐΣৄ�ȂǻǅƷȓǐǶǶǦॽ %ǐǼǐȓƷȝǦΗǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǆȂǼǜȂȓǻƷৄ
ȝǦȂǼȖॽ UȲǯȮȲȅțȼ ǖȼ ȂȼȼȮ࣏ࣞࣞǖȲxȅࣗ͝ȡȲǼࣞǖǤȵ࡛࡛࡙࡚࡚࡛࡚ࣞࣗ࡟ࡠॶ ँࣿँँॽ

ফआंব bȓȂΞ �ॽ =ȂǐГǐȓॶ bƷȓƷǴ <ॽ UƷȝȓƷॶ ,ǐǼȓΞ �ǣƷǼॶ ƷǼǌ [ȠǅȓƷǻƷǼǦƷǼ <ॽ Xॽ [ॽ [ƷǼǴƷȓƷǼƷȓƷΞƷǼƷǼॽ
�ǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ʒ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴ ǻȂǌǐǶ ǜȂȓ ǅȠǶǴ ΘƷȝǐȓ ǜȓȂǻ ȖȏƷȓȖǐ ȝȓƷǦǼǦǼǝ
ǌƷȝƷॽ Bȡȕࣗ [ͤȵȼࣗ �ǯȵࣗ �țǼࣗॶ ऄॵईࣿँূईऀࣿॶ ँࣿँࣿॽ

ফआःব :ȂƷȒȠǦǼ �ƷǼǌǐǶƷৄWȠǦȁȂǼǐȓȂ ƷǼǌ �ƷȓǶ �ǌΘƷȓǌ XƷȖǻȠȖȖǐǼॽ � ȠǼǦǜΞǦǼǝ ΗǦǐΘ Ȃǜ ȖȏƷȓȖǐ Ʒȏৄ
ȏȓȂΝǦǻƷȝǐ ǝƷȠȖȖǦƷǼ ȏȓȂǆǐȖȖ ȓǐǝȓǐȖȖǦȂǼॽ :ࣗ BǖǥȂࣗ =ǯǖȲțࣗ Xǯȵࣗॶ अॵऀईंईূऀईऄईॶ ँࣿࣿऄॽ

ফआऄব =Ǧৄ:ȠǼ �ǣǐǼॶ ,Ƞৄ:ȠǼ WǦƷǼॶ ~ǣȂǼǝৄyȠƷǼ =Ƞॶ ~ǐৄ[ǣǐǼǝ =Ǧॶ ƷǼǌ �ǣǦƷৄ�ǣȠǼǝ [ȠǼॽ �Ǽ ƷȠȝȂৄ
ǻƷȝǦǆ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ ƷǼǌ ЖǼǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ǻǐȝǣȂǌॵ �ȏȏǶǦǆƷȝǦȂǼ ȂǼ ȏȂǶΞǐȝǣΞǶǐǼǐॽ :ࣗ
UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀऀࣿॵँःࣿईंূँःऀࣿࣿॶ ँࣿࣿअॽ

ফआअব [ǦǻȂǼ,ȠǼǴǶǐȓॶ bȂǅǦƷȖ =ǐǻǴǐॶ �ǣȓǦȖȝǦǼǐ Uǐȝǐȓॶ ƷǼǌ HǶǐǴȖƷǼǌȓƷ <ȠǴǣƷȓǐǼǴȂॽ �ƷǆǴৄ
ǻƷȏȏǦǼǝ ǅƷȖǐǌ ȖƷǻȏǶǦǼǝॵ �ȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǶƷǼǌȖǆƷȏǐȖ ƷȖ Ʒ ǝȠǦǌǐǶǦǼǐ ǜȂȓ ƷȝȂǻǦȖȝǦǆ
ǐΝȏǶȂȓƷȝǦȂǼॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀऄऀॶ ँࣿऀईॽ

ফआआব :ॽ sॽ BȠǶǶǦǼƷΝ ƷǼǌsॽ %ॽ CȂǦǌॽ � ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌৄΞΗȂǼৄǅȂȓǼৄǝȓǐǐǼ ȝǣǐȂȓΞ ǜȂȓ ǌǐȝǐȓǻǦǼǦǼǝ
ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǦǼȝǐȓƷǆȝǦȂǼ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀऀःॵऄअअऀূऄअआःॶ ँࣿऀࣿॽ

ফआइব :ȂȖǐȏǣ $ॽ XȠǌΣǦǼȖǴǦ ƷǼǌsॽ %ॽ CȂǦǌॽ /ǼΗǐȖȝǦǝƷȝǦȂǼ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻƷȏȏǦǼǝȖ ΗǦƷ ƷǼ ǦȝǐȓƷৄ
ȝǦΗǐ ǝǐǼǐȓƷǶǦΣǐǌ ΞΗȂǼৄǅȂȓǼৄǝȓǐǐǼ ǻǐȝǣȂǌॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀऀइॵइँईऄূइंऀँॶ ँࣿऀःॽ

ফआईব �ǣȓǦȖȝȂȏǣ [ǆǣǐȓǐȓ ƷǼǌ �ǐǼǦȖ �ǼǌȓǦǐǼǴȂॽ eǼǌǐȓȖȝƷǼǌǦǼǝ ȝǣȓǐǐৄǅȂǌΞ ǆȂǼȝȓǦȠȝǦȂǼȖ ȝȂ ǆȂƷȓȖǐৄ
ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ँࣿॵँँंइआূँँंईःॶ ँࣿऀइॽ

ফइࣿব =ƷǼΞȠƷǼ =Ƞॶ :ƷǻǐȖ $ॽ �ƷǻƷॶ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ $ǦȝȝǦǼǝ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǌǦȖȝȓǦǅȠȝǦȂǼ
ǜȠǼǆȝǦȂǼȖ ȝǣȓȂȠǝǣ ƷǼ ǦȝǐȓƷȝǦΗǐ ǜȂȓǆǐৄǻƷȝǆǣǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀंईॵऀँऀईࣿअॶ ँࣿऀंॽ

ফइऀব :ȂȖǐȏǣ $ॽ XȠǌΣǦǼȖǴǦ ƷǼǌsॽ %ॽ CȂǦǌॽ bǣǐ ȓȂǶǐ Ȃǜ ǻƷǼΞৄǅȂǌΞ ǆȂȓȓǐǶƷȝǦȂǼȖ ǦǼ ǌǐȝǐȓǻǦǼǦǼǝ
ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ǜȂȓ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ Ȃǜ ǐȒȠǦǶǦǅȓǦȠǻ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ ऀऀअॵइअँऀূ
इअंऄॶ ँࣿऀइॽ

ফइँব :ǦǼ [ȂȂ =Ǧǻॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ BƷȝȝǣǦǱȖ �ॽ ΗƷǼ [ȏȓȂǼȖǐǼॶ �Ƕǅǐȓȝ BȠȖƷǐǶǦƷǼॶ yȠ xǦǐॶ
=ǦΝǦǼ [ȠǼॶ �ǣȓǦȖȝȂȏǣǐȓ Xॽ H৚�ȂǼǼȂȓॶ bHǅǦƷȖ �ǝǶǐॶ CǦǆȂǶƷ BȂǶǦǼƷȓǦॶ :ǆƷȂǅ $ǶȂȓǦƷǼॶ <ƷǦǼǦǼǝ
�ȠƷǼǻȠॶ XȂǅǐȓȝ :ॽ BƷǌǦΝॶ UǣǦǶǦȏȏǐ [ƷȠȝǐȝॶ �ΞǼȝǣǦƷ Bॽ $ȓǦǐǼǌॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ �ΗȂৄ
ǶȠȝǦȂǼ Ȃǜ ǻǐȝƷȖȝƷǅǶǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐȖ Ʒȝ ǅǦǻǐȝƷǶǶǦǆ ȖȠȓǜƷǆǐȖ ǜȓȂǻǻǦǆȓȂȖǆȂȏΞ ƷǼǌ ǻƷǆǣǦǼǐৄǶǐƷȓǼǦǼǝ
ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ :ࣗ �Țࣗ �ȂǯȚࣗ [ȡǥࣗॶ ऀःँॵऀऄईࣿआূऀऄईऀअॶ ँࣿँࣿॽ

ফइंব �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ CǦǆǴȂǶƷȖ BƷȓǆǐǶǶƷॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ �ǼƷȝȂǶΞ /ॽ $ȓǐǼǴǐǶॶ XƷǶȏǣ %ॽ
CȠΣΣȂॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ eǼȓƷΗǐǶǦǼǝ ȝǣǐ ǆƷȝƷǶΞȝǦǆ ǐЍǐǆȝ Ȃǜ ǣΞǌȓȂǝǐǼ ƷǌȖȂȓȏȝǦȂǼ ȂǼ ȏȝ
ǼƷǼȂȏƷȓȝǦǆǶǐ ȖǣƷȏǐৄǆǣƷǼǝǐॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ ǖȲxȅ࣏࡛࡚࡙͝ࡢ࡙࡙ࣗ࡟࡙࡜ॶ ँࣿँंॽ

ऀऀऀ



ফइःব �ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ yȠ xǦǐॶ �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ =ǦΝǦǼ [ȠǼॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ [ȝƷǅǦǶǦȝΞॶ
ǻǐǆǣƷǼǦȖǻȖ ƷǼǌ ǴǦǼǐȝǦǆȖ Ȃǜ ǐǻǐȓǝǐǼǆǐ Ȃǜ ƷȠ ȖȠȓǜƷǆǐ ȓǐǆȂǼȖȝȓȠǆȝǦȂǼȖ ȠȖǦǼǝ ǅƷΞǐȖǦƷǼ ǜȂȓǆǐ
ЖǐǶǌȖॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ ǖȲxȅ࣏࡛࡚࡚͝࡜ࡠ࡙ࣗࡡ࡙࡜ॶ ँࣿँंॽ

ফइऄব HǶǦΗǐȓ bॽ eǼǴǐॶ [ȝǐǜƷǼ �ǣǻǦǐǶƷॶ ,ȠΣǦǐǶ �ॽ [ƷȠǆǐǌƷॶ BǦǆǣƷǐǶ %ƷȖȝǐǝǝǐȓॶ /ǝȂȓ UȂǶȝƷΗȖǴΞॶ
<ȓǦȖȝȂǜ bॽ [ǆǣȤȝȝॶ �ǶǐΝƷǼǌȓǐ bǴƷȝǆǣǐǼǴȂॶ ॶ ƷǼǌ <ǶƷȠȖৄXȂǅǐȓȝ BȤǶǶǐȓॽ BƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ
ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ �ȂǯȚࣗ Xǯࣗ͝ॶ ऀँऀॵऀࣿऀःँূऀࣿऀइअॶ ँࣿँऀॽ

ফइअব [ǣǦȓȠsȠॶ xǦƷȂΘǐǦ yƷǼǝॶ xȠǼ ~ǣƷȂॶ ~ǣǦȏȠ =Ǧॶ BǦǼ =Ƞॶ xǦƷȂǱǦ xǦǐॶ ƷǼǌ :ǦƷΝȠ yƷǼॽ �ȏȏǶǦৄ
ǆƷȝǦȂǼȖ ƷǼǌ ƷǌΗƷǼǆǐȖ ǦǼ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǜȂȓǆǐ ЖǐǶǌȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ /țǻࣗ Bȡǫǯȕࣗॶ अंॵअईआँূअईइऄॶ
ँࣿँंॽ

ফइआব $ȓƷǼǴ CȂǐॶ %ǦƷǼǼǦ �ǐ $ƷǅȓǦȝǦǦȖॶ ƷǼǌ �ǐǆǦǶǦƷ �ǶǐǻǐǼȝǦॽ BƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ ǜȂȓ ȏȓȂȝǐǦǼ ǜȂǶǌǦǼǝ
ƷǼǌ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ �ȿȲȲǯțȼ HȮȅțȅȡț ȅț [ȼȲȿǥȼȿȲǖȕ �ȅȡȕȡǼͤॶ अࣿॵआआূइःॶ ँࣿँࣿॽ

ফइइব [ǦǶΗƷǼ <ƷȖǐȓॶ HǶǦΗǐȓ bॽ eǼǴǐॶ ƷǼǌBƷȓǴȠȖ BǐȠΘǶΞॽ XǐƷǆȝǦΗǐ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ƷǼǌ ȖȏǐǆȝȓȂȖǆȂȏΞ Ȃǜ
ǣΞǌȓȂǝǐǼ ȝȓƷǼȖǜǐȓ ǜȓȂǻ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴৄǅƷȖǐǌ ȓǐƷǆȝǦΗǐ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ǐǼǐȓǝΞ ȖȠȓǜƷǆǐȖॽ Cǯ͞ :ࣗ UȂͤȵࣗॶ
ँँॵࣿऄऄࣿࣿँॶ ँࣿँࣿॽ

ফइईব sǐǦǶǐ :ǦƷॶ ,ƷǼsƷǼǝॶ BȂǣƷǼ �ǣǐǼॶ �ǐǼǝǣȠǦ =Ƞॶ =ǦǼ =ǦǼॶ XȂǅǐȓȝȂ �Ʒȓॶ sǐǦǼƷǼ �ॶ ƷǼǌ
=ǦǼǜǐǼǝ ~ǣƷǼǝॽ UȠȖǣǦǼǝ ȝǣǐ ǶǦǻǦȝ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ΘǦȝǣ Ʒǅ ǦǼǦȝǦȂ ƷǆǆȠȓƷǆΞ ȝȂ ऀࣿࣿ
ǻǦǶǶǦȂǼ ƷȝȂǻȖ ΘǦȝǣ ǻƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝॽ /Ǽ UȲȡǥǯǯǫȅțǼȵ ȡǻ ȼȂǯ /țȼǯȲțǖȼȅȡțǖȕ �ȡțǻǯȲǯțǥǯ ǻȡȲ ,ȅǼȂ
UǯȲǻȡȲȚǖțǥǯ �ȡȚȮȿȼȅțǼ࣐ Cǯȼ͞ȡȲȓȅțǼ࣐ [ȼȡȲǖǼǯ ǖțǫ �țǖȕͤȵȅȵॶ [� ৚ँࣿॽ /��� UȓǐȖȖॶ ँࣿँࣿॽ

ফईࣿব [ȝǐȏǣƷǼ bǣƷǶǐȓॶ BƷΝǦǻǦǶǦƷǼ [ȝȠȏȏॶ ƷǼǌ :ȠǶǦǱƷ ~ƷΗƷǌǶƷΗॽ �ǐǐȏ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ȏȂȝǐǼȝǦƷǶȖ ΗǦƷ
ȓǐǶƷȝǦΗǐ ǐǼȝȓȂȏΞ ǻǦǼǦǻǦΣƷȝǦȂǼॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵॶ ऀऄआॶ ँࣿँँॽ

ফईऀব �ǶƷǴǐ Xॽ �ȠȖǆǣƷȝǴȂॶ :ȂǼƷȝǣƷǼ qƷǼǌǐȓǻƷȠȖǐॶ CǦǆȂǶƷ BȂǶǦǼƷȓǦॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ eǼǆǐȓৄ
ȝƷǦǼȝΞ ǌȓǦΗǐǼ ƷǆȝǦΗǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǆȂƷȓȖǐ ǝȓƷǦǼǐǌ ǜȓǐǐ ǐǼǐȓǝΞ ǻȂǌǐǶȖॽ țȮȐ �ȡȚȮȿȼࣗ BǖȼǯȲॶ ऀࣿॵईॶ
ँࣿँःॽ

ফईँব :ƷǐǣΞǐȂǴ :ǦǼॶ �ǶǐΝƷǼǌǐȓ :ॽ UƷǴॶ �ǶǐǴȖƷǼǌǐȓ �ॽ Uॽ �ȠȓȠǻǐȓǦǆॶ bǦǻȂȝǣΞ �ॽ =ȂȂȖǐॶ ƷǼǌ %ȓǐৄ
ǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ �ȂȝȝȂǻৄȠȏ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǦǼǝॵ UȓǦǼǆǦȏǶǐȖ ƷǼǌ ȏǐȓȖȏǐǆȝǦΗǐȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ
ऀइॵऄआऄईূऄआईऀॶ ँࣿँँॽ

ফईंব <ƷȝǣȓΞǼBॽ =ǐǅȂǶǌ ƷǼǌsॽ %ॽ CȂǦǌॽ �ȠƷǶৄȏȂȝǐǼȝǦƷǶ ƷȏȏȓȂƷǆǣ ǜȂȓ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǦǻȏǶǦǆǦȝ
ȖȂǶΗǐǼȝ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ƷǆǆȠȓƷȝǐॶ ǦǼȝǐȓǼƷǶǶΞ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ǐǼǐȓǝǐȝǦǆȖ ƷǼǌ ȏȓǐǌǦǆȝǦΗǐ ȝȓƷǼȖǜǐȓƷǅǦǶǦȝΞॽ :ࣗ
�ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀऄऀॶ ँࣿऀईॽ

ফईःব �ΗǦȖǐǴ �ƷȖ ƷǼǌ ,ƷǼȖ �ॽ �ǼǌǐȓȖȂǼॽ bǣǐ ǻȠǶȝǦȖǆƷǶǐ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓǦƷǼǦǼǝ ǻǐȝǣȂǌॽ Ηॽ ǦȖȂȝǣǐȓǻƷǶৄ
ǦȖȂǅƷȓǦǆ ǐǼȖǐǻǅǶǐॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵॶ ऀंँॵऀअःऀࣿअॶ ँࣿऀࣿॽ

ফईऄব CǦǆǣȂǶƷȖ :ॽ ,ॽ �ȠǼǼ ƷǼǌsॽ %ॽ CȂǦǌॽ �ȂȝȝȂǻৄȠȏ ǆȂƷȓȖǐৄǝȓƷǦǼǐǌ ǻȂǌǐǶȖ ȝǣƷȝ ƷǆǆȠȓƷȝǐǶΞ
ǌǐȖǆȓǦǅǐ ȝǣǐ ȖȝȓȠǆȝȠȓǐॶ ȏȓǐȖȖȠȓǐॶ ƷǼǌ ǆȂǻȏȓǐȖȖǦǅǦǶǦȝΞ Ȃǜ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǶǦȒȠǦǌȖॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵॶ
ऀःंॵँःंऀइॶ ँࣿऀऄॽ

ऀऀँ



ফईअব [ȝǐǜƷǼȂ $ƷǶǶǐȝȝƷॶ �ǼǌȓǐƷ �ǐȏǐǶǶȂȝȝǦॶ �ǣȠǦǼsǐǦ bƷǼॶ �ǼǌǐȓȖ :ȂǣƷǼȖȖȂǼॶ �Ƕǅǐȓȝ BȠȖƷǐǶǦƷǼॶ
�ƷǻǐȓȂǼ :ॽ HΘǐǼॶ ƷǼǌ �ȂȓǦȖ <ȂΣǦǼȖǴΞॽ eǼǦЖǐǌ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǅǶǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐ ǐǶǐǆৄ
ȝȓǦǆ ǐǼȝǣƷǶȏΞ ƷǼǌ ǌǦǐǶǐǆȝȓǦǆ ȏȓȂȏǐȓȝǦǐȖ ΘǦȝǣ ǐΝƷǆȝ ȏǣΞȖǦǆƷǶ ǆȂǼȖȝȓƷǦǼȝȖॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ
ǖȲxȅ࣏࡛͝ࡠ࡙࡛ࡠ࡚ࣗ࡜࡙࡝ॶ ँࣿँःॽ

ফईआব BǦǆǣƷǐǶ %ƷȖȝǐǝǝǐȓॶ <ȓǦȖȝȂǜ bॽ [ǆǣȤȝȝॶ ƷǼǌ <ǶƷȠȖৄXȂǅǐȓȝ BȤǶǶǐȓॽ BƷǆǣǦǼǐ ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ȖȂǶΗǐǼȝ
ǐЍǐǆȝȖ ȂǼ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ȖȏǐǆȝȓƷ ƷǼǌ ȓǐƷǆȝǦȂǼȖॽ �ȂǯȚࣗ [ǥȅࣗॶ ऀँॵऀऀःआंূऀऀःइंॶ ँࣿँऀॽ

ফईइব ,ΘǦǱƷǐ [ȂǼॶ :ǦǼ sȂȂ :ƷǼǝॶ sȂȂ :ǦǼ ,ƷǼॶ ƷǼǌ ,ΞȠǼǝ :Ƞ ,ΘƷǼǝॽ [ȂǅȂǶǐΗ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǜȂȓ
ȏǣΞȖǦǆȖৄǦǼǜȂȓǻǐǌ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖॽ �ȡȚȚȿțࣗBǖȼȂࣗ [ǥȅࣗॶ ँऀॵऀअआईূऀआࣿऄॶ ँࣿँंॽ

ফईईব CǦǴȂǶƷȂȖ Cॽ qǶƷȖȖǦȖ ƷǼǌsƷǦ�ǣǦǼǝ [ȠǼॽ [ȂǅȂǶǐΗ ȝȓƷǦǼǦǼǝ Ȃǜ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆৄǦǼǜȂȓǻǐǌ
ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖ ǜȂȓ ǦǼȝǐȓȏȓǐȝƷǅǶǐ ǐǶƷȖȝȂৄȏǶƷȖȝǦǆǦȝΞ ǻȂǌǐǶȖ ΘǦȝǣ ǶǐΗǐǶ Ȗǐȝ ǣƷȓǌǐǼǦǼǝॽ �ȡȚȮȿȼǯȲ
BǯȼȂȡǫȵ ȅț �ȮȮȕȅǯǫBǯǥȂǖțȅǥȵ ǖțǫ �țǼȅțǯǯȲȅțǼॶ ंआआॵऀऀंअईऄॶ ँࣿँऀॽ

ফऀࣿࣿব sȂǱǆǦǐǆǣBॽ �ΣƷȓǼǐǆǴǦॶ [ǦǻȂǼ HȖǦǼǌǐȓȂॶ BƷΝ :Ʒǌǐȓǅǐȓǝॶ %ȓΣǐǝȂȓΣ [ΘǦȓȖΣǆΣॶ ƷǼǌ XƷΣΗƷǼ
UƷȖǆƷǼȠॽ [ȂǅȂǶǐΗ ȝȓƷǦǼǦǼǝ ǜȂȓ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖॽ /ǼCǯȿȲǖȕ /țǻȡȲȚǖȼȅȡț UȲȡǥǯȵȵȅțǼ [ͤȵȼǯȚȵॶ
ँࣿऀआॽ

ফऀࣿऀব �ǣȓǦȖȝȂȏǣǐȓ Bॽ �ǦȖǣȂȏॽ UǖȼȼǯȲț XǯǥȡǼțȅȼȅȡț ǖțǫBǖǥȂȅțǯ =ǯǖȲțȅțǼॽ [ȏȓǦǼǝǐȓ [ǆǦǐǼǆǐॶ ँࣿࣿअॽ

ফऀࣿँব bǦǻȂȝǣΞ �ॽ =ȂȂȖǐॶ UƷȝȓǦǆǴ %ॽ [ƷǣȓǻƷǼǼॶ bǣȂǻƷȖ [ॽ WȠॶ ƷǼǌ %ȓǐǝȂȓΞ �ॽ qȂȝǣॽ �ȂƷȓȖǐৄ
ǝȓƷǦǼǦǼǝ ΘǦȝǣ ǐȒȠǦΗƷȓǦƷǼȝ ǼǐȠȓƷǶ ǼǐȝΘȂȓǴȖॵ � ȏƷȝǣ ȝȂΘƷȓǌ ƷǆǆȠȓƷȝǐ ƷǼǌ ǌƷȝƷৄǐАǆǦǐǼȝ ǻȂǌǐǶȖॽ
:ࣗ UȂͤȵࣗ �Ȃǯࣗ �ॶ ऀँआॵऀࣿऄअःূऀࣿऄआँॶ ँࣿँंॽ

ফऀࣿंব %ǦȠǶǦȂ /ǻǅƷǶΣƷǼȂॶ yȂǼǝǅǦǼ ~ǣȠƷǼǝॶ qǐǼǴƷȝ <ƷȏǦǶॶ <ǐΗǦǼ XȂȖȖǦॶ �ǌǝƷȓ �ॽ �ǼǝǐǶॶ $ǐǌǐȓǦǆȂ
%ȓƷȖȖǐǶǶǦॶ ƷǼǌBǦǆǣǐǶǐ �ǐȓǦȂȝȝǦॽ eǼǆǐȓȝƷǦǼȝΞ ǐȖȝǦǻƷȝǦȂǼ ǜȂȓ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖ ƷǼǌ ȖƷǻৄ
ȏǶǦǼǝॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ UȂͤȵࣗॶ ऀऄःॵࣿआःऀࣿँॶ ँࣿँऀॽ

ফऀࣿःব BƷΣǦƷȓ XƷǦȖȖǦॶ UƷȓǦȖ UǐȓǌǦǴƷȓǦȖॶ ƷǼǌ %ǐȂȓǝǐ �ǻ <ƷȓǼǦƷǌƷǴǦȖॽ UǣΞȖǦǆȖ ǦǼǜȂȓǻǐǌ ǌǐǐȏ ǶǐƷȓǼǦǼǝ
঳ȏƷȓȝ Ǧ঴ॵ �ƷȝƷৄǌȓǦΗǐǼ ȖȂǶȠȝǦȂǼȖ Ȃǜ ǼȂǼǶǦǼǐƷȓ ȏƷȓȝǦƷǶ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷǶ ǐȒȠƷȝǦȂǼȖॽ ǖȲxȅ͝ ȮȲǯȮȲȅțȼ
ǖȲxȅ࣏࡚࡚͝࡟࡞࡙࡚࡚࡚ࣗࡠॶ ँࣿऀआॽ

ফऀࣿऄব =ॽ <ƷȠǜǻƷǼ ƷǼǌ ,ॽ �ǐȓǼȖȝǐǦǼॽ �ȡȚȮȿȼǯȲ ǥǖȕǥȿȕǖȼȅȡț ȡǻ ȮȂǖȵǯ ǫȅǖǼȲǖȚȵॽ �ǆƷǌǐǻǦǆ UȓǐȖȖ /Ǽǆॶ
ऀईआࣿॽ

ফऀࣿअব �ƷΗȠǌ XȂȖǐǼǅǐȓǝǐȓॶ <ǦȏȝȂǼ �ƷȓȓȂȖॶ bǦǻȂȝǣΞ �ॽ %ǐȓǻƷǼǼॶ ƷǼǌ CǦǆǣȂǶƷȖ =ȠǅǅǐȓȖॽ BƷǆǣǦǼǐ
ǶǐƷȓǼǦǼǝ Ȃǜ ǆȂǼȖǦȖȝǐǼȝ ȝǣǐȓǻȂǌΞǼƷǻǦǆ ǻȂǌǐǶȖ ȠȖǦǼǝ ƷȠȝȂǻƷȝǦǆ ǌǦЍǐȓǐǼȝǦƷȝǦȂǼॽ UȂͤȵࣗ Xǯࣗ͝ �ॶ
ऀࣿऄॵࣿःऄंࣿऀॶ ँࣿँँॽ

ফऀࣿआব �ȖǴ ,ǱȂȓȝǣ =ƷȓȖǐǼॶ :ǐǼȖ :ȋȓǝǐǼBȂȓȝǐǼȖǐǼॶ :ƷǴȂǅ �ǶȂǻȒΗǦȖȝॶ /ΗƷǼȂ �ॽ �ƷȖȝǐǶǶǦॶ XȠǼǐ �ǣȓǦȖৄ
ȝǐǼȖǐǼॶ BƷȓǆǦǼ �ȠǶƷǴॶ :ǐȖȏǐȓ $ȓǦǦȖॶ BǦǆǣƷǐǶ Cॽ %ȓȂΗǐȖॶ �ǱȋȓǴ ,Ʒǻǻǐȓॶ �ȂȓΞ ,ƷȓǝȠȖॶ ǐȝ ƷǶॽ
bǣǐ ƷȝȂǻǦǆ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼ ǐǼΗǦȓȂǼǻǐǼȝ ৄ Ʒ ȏΞȝǣȂǼ ǶǦǅȓƷȓΞ ǜȂȓ ΘȂȓǴǦǼǝ ΘǦȝǣ ƷȝȂǻȖॽ :ࣗ �ȡțǫǯțȵࣗ
BǖȼȼǯȲ UȂͤȵࣗॶ ँईॶ ँࣿऀआॽ

ऀऀं



ফऀࣿइব =ॽ[ �ȂǌǌƷॶ :ॽ ~ॽ qǦǶȖǐǆǴॶ :ॽ XǦΗǐȖৄbǦȓƷǌȂॶ ƷǼǌsॽ =ॽ :ȂȓǝǐǼȖǐǼॽ ऀॽऀःॱǆǻऀƷৄǶǅǆǆॵ =ȂǆƷǶǦΣǐǌ
ǅȂǼǌৄǆǣƷȓǝǐ ǆȂȓȓǐǆȝǐǌ ǆǻऀƷ ǆǣƷȓǝǐȖ ǜȂȓ ǆȂǼǌǐǼȖǐǌৄȏǣƷȖǐ ȖǦǻȠǶƷȝǦȂǼȖॽ :ࣗ UȂͤȵࣗ �ȂǯȚࣗ �ॶ
ऀँऀॵंइअःূंइआࣿॶ ँࣿऀआॽ

ফऀࣿईব =ॽ [ॽ �ȂǌǌƷॶ /ॽ �ƷǅǐΣƷ ǌǐ qƷǆƷॶ :ॽ XǦΗǐȖৄbǦȓƷǌȂॶ ƷǼǌsॽ =ॽ :ȂȓǝǐǼȖǐǼॽ =ǦǝȏƷȓǝǐǼ Θǐǅ ȖǐȓΗǐȓॵ
�Ǽ ƷȠȝȂǻƷȝǦǆ ȂȏǶȖৄƷƷ ȏƷȓƷǻǐȝǐȓ ǝǐǼǐȓƷȝȂȓ ǜȂȓ ȂȓǝƷǼǦǆ ǶǦǝƷǼǌȖॽ Cȿǥȕǯȅǥ �ǥȅǫȵ XǯȵǯǖȲǥȂॶ
ःऄॵsंंऀূंंअॶ ँࣿऀआॽ

ফऀऀࣿব [ȝǐΗǐ UǶǦǻȏȝȂǼॽ $ƷȖȝ ȏƷȓƷǶǶǐǶ ƷǶǝȂȓǦȝǣǻȖ ǜȂȓ ȖǣȂȓȝৄȓƷǼǝǐ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌΞǼƷǻǦǆȖॽ :ࣗ �ȡȚȮȿȼࣗ
UȂͤȵࣗॶ ऀऀआॵऀূऀईॶ ऀईईऄॽ

ফऀऀऀব :ॽ �ॽ XƷǆǴǐȓॶ ~ॽ sƷǼǝॶ �ॽ =Ƞॶ Bॽ =ॽ =ƷȠȓΞॶ =ॽ =ƷǝƷȓǌǐȓǐॶ Bॽ :ॽ [ǆǣǼǦǐǌǐȓȖॶ :ৄU UǦȒȠǐǻƷǶॶ
Uॽ XǐǼॶ ƷǼǌ :ॽ sॽ UȂǼǌǐȓॽ bǦǼǴǐȓ इॵ [ȂǜȝΘƷȓǐ ȝȂȂǶȖ ǜȂȓ ǻȂǶǐǆȠǶƷȓ ǌǐȖǦǝǼॽ :ࣗ �ȂǯȚࣗ bȂǯȡȲͤ
�ȡȚȮȿȼࣗॶ ऀःॵऄँआंূऄँइईॶ ँࣿऀइॽ

ऀऀः



bӟӢԓ ԚӟӏԓӢԓ ԫҷԓ ԚԮԌӏԓӏԚ ȠȖǦǼǝ =�b�xॶ
ȂȓǦǝǦǼƷǶǶΞ ǌǐΗǐǶȂȏǐǌ ǅΞ =ǐȖǶǦǐ =ƷǻȏȂȓȝ
ƷǼǌ ǅƷȖǐǌ ȂǼ �ȂǼƷǶǌ <ǼȠȝǣ৚Ȗ b�xॽ bǣǐ

ǅȂǌΞ ȝǐΝȝ ǦȖ Ȗǐȝ ǦǼ ऀऀ ȏȂǦǼȝ �ǝǐǼȂǶЍৄ�ǐȓǼǐȓ
%ƷȓƷǻȂǼǌॶ Ʒ ȓǐΗǦΗƷǶ Ȃǜ �ǶƷȠǌǐ %ƷȓƷǻȂǼȝ৚Ȗ
ǣȠǻƷǼǦȖȝ ȝΞȏǐǜƷǆǐॽ bǣǐ ƷǅȂΗǐ ǦǶǶȠȖȝȓƷȝǦȂǼॶ ৗ[ǆǦৄ
ǐǼǆǐ �ΝȏǐȓǦǻǐǼȝ ࣿँ৘ॶ ΘƷȖ ǆȓǐƷȝǐǌ ǅΞ �ǐǼ [ǆǣǶǦȝৄ
ȝǐȓ ƷǼǌ ȓǐǶǐƷȖǐǌ ȠǼǌǐȓ ӅӅ ӂԮ৳ӹӅ৳ӹӋ ं৷ࣿॽ �
ȝǐǻȏǶƷȝǐ ȝǣƷȝ ǆƷǼ ǅǐ ȠȖǐǌ ȝȂ ǜȂȓǻƷȝ Ʒ Uǣ� ȝǣǐৄ
ȖǦȖ ΘǦȝǣ ȝǣǦȖ ǶȂȂǴ ƷǼǌ ǜǐǐǶ ǣƷȖ ǅǐǐǼ ȓǐǶǐƷȖǐǌ ȠǼৄ
ǌǐȓ ȝǣǐ ȏǐȓǻǦȖȖǦΗǐ ӸӢԚ ঳ԭऀऀ঴ ǶǦǆǐǼȖǐॶ ƷǼǌ ǆƷǼ ǅǐ
ǜȂȠǼǌ ȂǼǶǦǼǐ Ʒȝ ǝǦȝǣȠǅॽǆȂǻ঄ȖȠǆǣȂΘ঄�ǦȖȖǐȓȝƷȝǐ
Ȃȓ ǜȓȂǻ ǦȝȖ ƷȠȝǣȂȓॶ :ȂȓǌƷǼ [ȠǆǣȂΘॶ Ʒȝ ȖȠৄ
ǆǣȂΘ૪ȏȂȖȝॽǣƷȓΗƷȓǌॽǐǌȠॽ

ऀऀऄ


